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Abstract
In dimension 2 and for jets of order 4, there are 9 Demailly-Semple in-
variant polynomials generated by bracketing the invariants for jets of order
6 3 (Demailly ; Rousseau). They share 9 fundamental syzygies and an Eu-
ler characteristic computation shows that every entire holomorphic curve into
a generic smooth complex projective algebraic surface X ⊂ P3(C) satisfies
global algebraic differential equations provided degX > 9.
For jets of order 5, the algebraic structure explodes in complexity. Brack-
eting gives 36 invariants. Removing redundancies leaves 24 fundamental in-
variants, 11 of which, denoted f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1, Λ91,1,1, M8, M101 , K121,1, N12,
H141 and F 161,1 and called bi-invariants, are meaningful for Euler characteristic
estimates. Unexpectedly, 5 more appear: X18, X19, X21, X23 and X25. The
paper contains an algorithm generating all such (complicated) bi-invariants.
Mathematics Subject Classification: 13A50, 32Q45, 14J70
Keywords: Jet differentials, Reparametrisation, Invariant Theory, Plu¨cker Rela-
tions, Brackets, Syzygies, Algebraic surfaces, Euler Characteristic, Schur functors
I do not mean to suggest that all mathematical relations can be perceived directly as obvious if they are
visualised in the right way — or merely that they can always be perceived in some other way that is immedi-
ate to our intuitions. Far from it. Some mathematical relations require long chains of reasoning before they
can be perceived with certainty. But the object of mathematical proof is, in effect, to provide such chains
of reasoning where each step is indeed something that can be perceived as obvious. Consequently, the
endpoint of the reasoning is something that must be accepted as true, even though it may not, in itself, be at
all obvious. Sir Roger PENROSE, Shadows of the Mind, Oxford, 1994.
§1. Introduction
En dimension ν 6 3, la description de l’alge`bre DSκν des polynoˆmes invariants
de Demailly-Semple n’est explicite´e dans la litte´rature que pour les jets d’ordre
κ 6 3 ([2, 5]) ; en dimension ν = 2 et a` l’ordre κ = 3, on sait que l’alge`bre
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DS32 est engendre´e par 5 polynoˆmes fondamentaux lie´s entre eux par une unique
syzygie ; en dimension 2 et a` l’ordre 4, d’apre`s un travail non publie´ de Demailly
(cf. e.g. [3]), DS42 est engendre´e par 9 polynoˆmes invariants fondamentaux. Dans
cet article, nous e´tablissons ce re´sultat, nous explicitons les syzygies fondamentales
entre ces 9 invariants — qui sont aussi au nombre de 9 —, nous effectuons un calcul
de Riemann-Roch pour estimer la caracte´ristique d’Euler du fibre´ correspondant, et
nous en de´duisons que toute courbe holomorphe entie`re a` valeurs dans une surface
projective alge´brique complexe lisse X2 ⊂ P3(C) (tre`s) ge´ne´rique de degre´ d > 9
satisfait des e´quations alge´briques globales non triviales d’ordre 4.
Pour κ > 5, la structure alge´brique de DSκ2 explose en complexite´. Nous ex-
posons un proce´de´ re´cursif : le crochet entre deux invariants, qui semble permet-
tre (cf. [3]), en toute dimension et pour les jets d’ordre quelconque, d’engendrer
un syste`me fondamental de polynoˆmes invariants, et aussi de trois autres proce´de´s
re´cursifs : identite´s de Jacobi, identite´s plu¨ckeriennes d’ordre un, et identite´s plu¨cke-
riennes d’ordre deux, qui de´crivent exhaustivement le gigantesque ide´al des rela-
tions entre les invariants ainsi construits.
Ces quatre proce´de´s (confirme´s sur les cas connus) font apparaıˆtre de manie`re
saillante une explosion symbolique incontroˆlable. Par exemple, pour le cas ν = 2
et κ = 5 e´tudie´ comple`tement ici, on rec¸oit 36 invariants bruts dont 12 exactement
sont redondants, et on doit tenir compte de 210 syzygies non redondantes de degre´
6 4 entre ces invariants, lesquelles se de´ploient sur 13 pages manuscrites1. En ne
conside´rant que les invariants stables par l’action d’un certain sous-groupe unipo-
tent de GL2(C), le nombre de syzygies fondamentales se re´duit a` 15, ce qui permet
d’effectuer un calcul de Riemann-Roch au niveau κ = 5.
Si l’on s’en tenait seulement aux estimations ainsi obtenues pour la caracte´risti-
que d’Euler du fibre´ de Demailly-SempleDSκ2,mT ∗X , on pourrait penser qu’il faudrait
connaıˆtre sa de´composition de Schur pour des niveaux κ au moins > 20, eu e´gard
a` la difficile conjecture d’hyperbolicite´ de Kobayashi concernant les surfaces com-
plexes de degre´ d > 5 dans P3(C) qui sont (tre`s) ge´ne´riques ([2, 5, 3]). Mais l’avenir
dira si cette approche ne devrait pas eˆtre amende´e et re´oriente´e de`s le niveau κ = 5,
en tenant compte de la structure spe´cifique de DS52.
Nos re´sultats principaux apparaissent dans les Sections 4, 5, 6, 7 et 8.
§2. Polynoˆmes invariants et diffe´rentiation compose´e
Notations initiales. En dimension ν > 2, le jet strict d’ordre κ > 1 en un point fixe´
d’une application holomorphe locale f = (f1, f2, . . . , fν) de C a` valeurs dans Cν
1 Pour les jets d’ordre κ = 6, nous ne nous sommes pas risque´ a` calculer les 325 invariants
attendus, ni a` entreprendre d’e´crire les 14 950 syzygies de degre´6 5 qui nous sont donne´es automa-
tiquement.
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sera note´ :
jκf :=
(
f ′1, . . . , f
′
ν , f
′′
1 , . . . , f
′′
ν , . . . . . . , f
(κ)
1 , . . . , f
(κ)
ν
)
.
Polynoˆmes invariants par reparame´trisation. Pour κ > 1 entier, on recherche les
polynoˆmes P = P(jκf) tels que :
P
(
jκ(f ◦ φ)
)
= (φ′)m P
(
(jκf) ◦ φ
)
,
pour tout biholomorphisme local φ : U → φ(U), ou` U ⊂ C est ouvert, et ou` m > 1
est un entier que nous appellerons poids de P. On note DSκν,m l’espace vecto-
riel constitue´ par ces polynoˆmes invariants par reparame´trisation ([2]). La re´union
DSκν :=
⊕
m>1 DS
κ
ν,m forme une alge`bre gradue´e : DSκν,m1 ·DS
κ
ν,m2
⊂ DSκν,m1+m2 .
On travaillera toujours dans une fibre en un point z ∈ U qui n’apparaıˆtra pas dans
les notations.
Lorsque κ = 1, les composantes f ′i (i = 1, . . . , ν) du jet d’ordre un satisfont(
fi ◦ φ
)′
= φ′ f ′i ,
et par conse´quent, tout polynoˆme P = P
(
f ′1, . . . , f
′
ν
)
qui ne de´pend que du jet
d’ordre 1 est invariant par reparame´trisation.
Diffe´rentiation compose´e jusqu’a` l’ordre 5. En posant gi := fi ◦ φ pour i =
1, . . . , ν, on calcule :
g′i = φ
′f ′i ,
g′′i = φ
′′f ′i + φ
′2f ′′i ,
g′′′i = φ
′′′f ′i + 3φ
′′φ′f ′′i + φ
′3f ′′′i ,
g′′′′i = φ
′′′′f ′i + 4φ
′′′φ′f ′′i + 3φ
′′2f ′′i + 6φ
′′φ′
2
f ′′′i + φ
′4f ′′′′i ,
g′′′′′i := φ
′′′′′f ′i + 5φ
′′′′φ′f ′′i + 10φ
′′′φ′′f ′′i + 15φ
′′2φ′f ′′′i +
+ 10φ′′′φ′
2
f ′′′i + 10φ
′′φ′
3
f ′′′′i + φ
′5f ′′′′′i .
Moralement, on recherche tous les polynoˆmes possibles P = P
(
j5g
)
qui, lorsqu’on
remplace g′i, g′′i , g′′′i , g′′′′i et g′′′′′i par ces valeurs, ont la vertu de faire disparaıˆtre toutes
les de´rive´es intempestives φ′′, φ′′′, φ′′′′ et φ′′′′′ d’ordre > 2 de φ, de telle sorte que
P
(
j5g
)
= φ′mP
(
j5f) pour un m ∈ N. Ce calcul d’e´limination heuristique fonc-
tionne pour κ = 2 et κ = 3 en dimensions ν = 2 et ν = 3, mais il se complexifie
au-dela` et nous ne poursuivrons pas la recherche en prenant cette optique.
Donnons toutefois la formule ge´ne´rale de de´rivation compose´e, dite de Faa` di
Bruno, bien connue dans le cas classique d’une seule variable z ∈ C.
The´ore`me Pour tout entier κ > 1, la de´rive´e d’ordre κ de chaque fonction com-
pose´e gi(z) := fi ◦ φ(z) (1 6 i 6 ν) par rapport a` la variable z ∈ C s’exprime
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comme polynoˆme a` coefficients entiers en les de´rive´es de fi et de φ :
g
(κ)
i =
κ∑
d=1
∑
16λ1<···<λd6κ
∑
µ1>1,...,µd>1
∑
µ1λ1+···+µdλd=κ
κ!
(λ1!)µ1 µ1! · · · (λd!)µd µd!
(
φ(λ1)
)µ1
· · · · · ·
(
φ(λd)
)µd
f
(µ1+···+µd)
i .
Dans tout ce qui va suivre, par souci de simplicite´, nous nous restreindrons
dore´navant a` la dimension ν = 2 ; des ge´ne´ralisations en dimension supe´rieure
apparaıˆtront en temps voulu.
§3. De´terminants 2× 2 et jets d’ordres 3 et 4
Wronskien et ge´ne´ralisations. En examinant g′1, g′2, g′′1 et g′′2 , on constate l’invarian-
ce par reparame´trisation du wronskien, de´fini comme e´tant le de´terminant 2× 2 :
∆1,2 :=
∣∣∣∣ f ′1 f ′2f ′′1 f ′′2
∣∣∣∣ ,
et ce, graˆce au calcul e´le´mentaire suivant :

1,2 :=
∣∣∣∣ g′1 g′2g′′1 g′′2
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ φ′f ′1 φ′f ′2φ′′f ′1 + φ′2f ′′1 φ′′f ′2 + φ′2f ′′2
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ φ′f ′1 φ′f ′2φ′2f ′′1 φ′2f ′′2
∣∣∣∣
=
(
φ′
)3
∆1,2.
Son poids m est e´gal a` 3. Ensuite, en e´liminant de manie`re analogue φ′′′ et φ′′ parmi
les six e´quations donnant g′1, g′2, g′′1 , g′′2 , g′′′1 et g′′′2 — ou bien en proce´dant d’une
manie`re alternative —, on trouve les deux invariants de poids m = 5 :[
g′1g
′′′
2 − g
′′′
1 g
′
2
]
g′1 − 3
[
g′1g
′′
2 − g
′′
1g
′
2
]
g′′1 =
(
φ′
)5[
f ′1f
′′′
2 − f
′′′
1 f
′
2
]
f ′1 − 3
[
f ′1f
′′
2 − f
′′
1 f
′
2
]
f ′′1 ,[
g′1g
′′′
2 − g
′′′
1 g
′
2
]
g′2 − 3
[
g′1g
′′
2 − g
′′
1g
′
2
]
g′′2 =
(
φ′
)5[
f ′1f
′′′
2 − f
′′′
1 f
′
2
]
f ′2 − 3
[
f ′1f
′′
2 − f
′′
1 f
′
2
]
f ′′2 .
De´terminants 2 × 2 ge´ne´ralisant le wronskien. Il est commode de re´e´crire ces
deux invariants de poids m = 5 sous une forme contracte´e en introduisant la nota-
tion :
∆α,β :=
∣∣∣∣∣ f (α)1 f (α)2f (β)1 f (β)2
∣∣∣∣∣ ,
pour tous entiers α, β > 1, ce qui donne, pour k = 1, 2 :
1,3 g′k − 3
1,2 g′′k =
(
φ′
)5 [
∆1,3 f ′k − 3∆
1,2 f ′′k
]
.
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Notons au passage la formule de de´rivation bien connue qui sera utile par la suite :
[
∆α,β
]′
=
∣∣∣∣∣ f (α+1)1 f (α)2f (β+1)1 f (β)2
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ f (α)1 f (α+1)2f (β)1 f (β+1)2
∣∣∣∣∣ .
Lemme ([5]) Le degre´ de transcendance du corps engendre´ par les 5 polynoˆmes
invariants :
f ′1, f
′
2,
Λ3 := ∆1,2,
Λ51 := ∆
1,3 f ′1 − 3∆
1,2 f ′′1 et Λ
5
2 := ∆
1,3 f ′2 − 3∆
1,2 f ′′2
,
au-dessus de C
[
f ′1, f
′′
1 , f
′′′
1 , f
′
2, f
′′
2 , f
′′′
2
]
est e´gal a` 4, et pour pre´ciser, les quatre
polynoˆmes f ′1, f ′2, Λ51 et Λ52 sont alge´briquement inde´pendants, tandis que Λ3 est
quadratique sur C
[
f ′1, f
′
2,Λ
5
1,Λ
5
2
]
via la relation alge´brique imme´diatement ve´rifi-
able :
0 ≡ f ′2 Λ
5
1 − f
′
1 Λ
5
2 − 3Λ
3Λ3,
et de plus, l’ide´al des relations entre f ′1, f ′2,Λ3,Λ51,Λ52 est principal et se re´duit a`
cette unique relation.
Graˆce a` ladite syzygie, on peut e´liminer toutes les puissances de Λ3 supe´rieures
ou e´gales a` 2 qui apparaissent dans un polynoˆme ge´ne´ral :
P
(
f ′1, f
′
2,Λ
3,Λ51,Λ
5
2
)
exprime´ en fonction de ces cinq polynoˆmes, et il ne reste alors que des puissances
de Λ3 e´gales a` 0 ou a` 1. C’est un fait remarquable que ces cinq polynoˆmes forment
un syste`me ge´ne´rateurs, comme l’e´nonce pre´cise´ment le re´sultat suivant.
The´ore`me ([5, 3]) En dimension ν = 2 et au niveau κ = 3, tout polynoˆme P(j3f)
invariant par reparame´trisation s’e´crit de manie`re unique :
P
(
j3f
)
= P
(
f ′1, f
′
2,Λ
5
1,Λ
5
2
)
+ Λ3Q
(
f ′1, f
′
2,Λ
5
1,Λ
5
2
)
,
avec des polynoˆmes quelconques P et Q.
Travaux de calcul pour passer aux jets d’ordre κ = 4 et κ = 5.
• Trouver un syste`me de polynoˆmes invariants fondamentaux.
• Connaıˆtre leur ide´al des relations.
• Trouver une e´criture unique de tout polynoˆme en les polynoˆmes invariants
fondamentaux.
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Deux ope´rateurs de diffe´rentiation. Comment engendrer me´thodiquement une
liste approprie´e de polynoˆmes invariants fondamentaux pour les jets d’ordre κ =
4 ou 5? Voici une premie`re ide´e : si P est un polynoˆme invariant de poids m,
de´finissons la diffe´rentiation “covariante” :
P; k := f
′
k P
′ −mf ′′k P,
ou` P′ = P
(
jκ+1f
)
s’obtient en diffe´rentiant P = P
(
jκf
)
par rapport a` la variable
z ∈ C.
Lemme Ces deux ope´rateurs de diffe´rentiation (·); 1 et (·); 2 satisfont la re`gle de
Leibniz : (
P · Q
)
; k
= P; k ·Q + P · Q; k,
et ils produisent2 des polynoˆmes invariants par reparame´trisation P ;1 et P ;2 qui
sont tous deux de poids m+ 2. 
Exemple. On ve´rifie imme´diatement :(
f ′2
)
; 1
= f ′1f
′′
2 − f
′′
1 f
′
2 ≡ Λ
3 ≡ −
(
f ′1
)
; 2
,
Λ3; i = f
′
i ∆
1,3 − 3 f ′′i ∆
1,2 ≡ Λ5i .
Ensuite, a` l’e´tage κ = 4, on est naturellement conduit a` introduire les quatre nou-
veaux invariants :
Λ71,1 :=
(
Λ51
)
; 1
, Λ71,2 :=
(
Λ51
)
; 2
, Λ72,1 :=
(
Λ52
)
; 1
, Λ72,2 :=
(
Λ52
)
; 2
,
dont l’expression explicite sera fournie dans un instant.
Produit croise´ entre invariants. Comment donner corps a` l’ide´e qu’il doit exister
des diffe´rentiations covariantes, non seulement par rapport a` f ′1 et f ′2, mais aussi par
rapport a` n’importe quel invariant?
Supposons donc connus deux polynoˆmes homoge`nes invariants P de poids m et
Q de poids n :
P
(
jκg
)
= φ′
m
P
(
(jκf) ◦ φ
)
,
Q
(
jτg
)
= φ′
n
Q
(
(jτf) ◦ φ
)
,
ou` l’on a pose´ g := f ◦ φ. Diffe´rentier un polynoˆme par rapport a` la variable z ∈ C
revient a` lui appliquer l’ope´rateur de diffe´rentiation totale :
D :=
∑
λ∈N
∂(•)
∂f (λ)
· f (λ+1),
2 La de´monstration, laisse´e au lecteur qui de´sirerait anticiper, apparaıˆtra dans un instant comme
absorbe´e par une observation plus ge´ne´rale.
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ce qui nous donne ici :[
DP
](
jκ+1g
)
= mφ′′ φ′
m−1
P
(
(jκf) ◦ φ
)
+ φ′
m
φ′
[
DP
](
(jκ+1f) ◦ φ
)[
DQ
](
jτ+1g
)
= nφ′′ φ′
n−1
Q
(
(jκf) ◦ φ
)
+ φ′
n
φ′
[
DQ
](
(jτ+1f) ◦ φ
)
et pour faire disparaıˆtre la de´rive´e seconde φ′′, il suffit d’effectuer un produit croise´,
autrement dit de former le de´terminant 2× 2 :∣∣∣∣ [DP](jκ+1g) mP(jκg)[DQ](jτ+1g) nQ(jτg)
∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣ mφ′′ φ′m−1 P((jκf) ◦ φ)+ φ′m+1 [DP]((jκ+1f) ◦ φ) mφ′m P((jκf) ◦ φ)nφ′′ φ′n−1Q((jκf) ◦ φ)+ φ′n+1 [DQ]((jτ+1f) ◦ φ) nφ′nQ((jκf) ◦ φ)
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ φ′m+1 [DP]((jκ+1f) ◦ φ) mφ′m P((jκf) ◦ φ)φ′n+1 [DQ]((jτ+1f) ◦ φ) nφ′nQ((jκf) ◦ φ)
∣∣∣∣
= φ′
m+n+1
∣∣∣∣ [DP](jκ+1f) mP(jκf)[DQ](jτ+1f) nQ(jτf)
∣∣∣∣
qui s’ave`re ainsi constituer un nouvel invariant de poids m+ n+ 1.
Notation crochet
[
·, ·
]
. Ainsi, toute paire d’invariants produit automatiquement un
nouvel invariant : [
P, Q
]
:= nDP ·Q−mP · DQ ,
qui est e´videmment antisyme´trique par rapport au couple
(
P,Q
)
.
Observation. Ces crochets ponde´re´s ge´ne´ralisent les deux ope´rateurs de diffe´rentia-
tion pre´ce´dents :
P; k ≡
[
P, f ′k
]
.
De plus, ils satisfont a` la re`gle de Leibniz :[
P, QR
]
=
[
P, Q
]
R+
[
P, R
]
Q,
de telle sorte que l’ope´rateur
[
•,Q
]
, a` savoir : P 7−→
[
P, Q
]
, peut eˆtre conside´re´
comme un ope´rateur de de´rivation.
Lemme Pour tout triplet
(
P, Q, R
)
d’invariants de poids m,n, o, l’identite´ suiv-
ante de type Jacobi est satisfaite :
0 ≡
[[
P, Q
]
, R
]
+
[[
R, P
]
, Q
]
+
[[
Q, R
]
, P
]
. (J ac)
Preuve. De´veloppons le premier double crochet :[[
P, Q
]
, R
]
=
[
nDP · Q−mP · DQ, R
]
= o
(
nDDP · Q+ (n−m)DP · DQ−mP · DDQ
)
R−
− (m+ n + 1)
(
nDP · Q−mP · DQ
)
DR
= noDDP · Q · R+ (n−m)oDP · DQ · R−moP · DDQ · R−
− (m+ n + 1)nDP · Q · DR+ (m+ n+ 1)mP · DQ · DR.
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Il suffit alors de constater que l’annulation identique de la somme suivante :
0 ≡ noDDP ·Q · R+ (n−m)oDP · DQ · R−moP · DDQ · R−
− (m+ n + 1)nDP ·Q · DR+ (m+ n+ 1)mP · DQ · DR+
+mnDDR · P · Q+ (m− o)nDR · DP ·Q− onR · DDP · Q−
− (o+m+ 1)mDR · P · DQ+ (o+m+ 1)oR · DP · DQ+
+ omDDQ · R · P+ (o− n)mDQ · DR · P− nmQ · DDR · P−
− (n+ o+ 1)oDQ · R · DP + (n+ o+ 1)nQ · DR · DP,
est effectivement satisfaite.
Exemple. Avec P := f ′1, Q := f ′2 et R := Λ3, nous obtenons :
0 ≡
[[
f ′1, f
′
2
]
, Λ3
]
+
[[
Λ3, f ′1
]
, f ′2
]
+
[[
f ′2, Λ
3
]
, f ′1
]
≡ 0 +
[
Λ51, f
′
2
]
−
[
Λ52, f
′
1
]
≡ Λ71,2 − Λ
7
2,1.
Cette relation sera confirme´e par les expressions explicites de Λ71,2 et Λ72,1.
Gene`se des invariants fondamentaux. Crucialement, il semblerait que l’on puisse
engendrer tous les polynoˆmes invariants en les jets d’un ordre κ > 1 quelconque,
juste en calculant par re´currence tous les crochets possibles, d’un e´tage de jets λ a`
l’e´tage supe´rieur λ + 1. Cette ide´e conjecturale ([3]), sur laquelle nous donnerons
plus de pre´cision ulte´rieurement, est renforce´e par le fait que dans la the´orie clas-
sique des invariants pour une forme binaire
∑κ
i=0 ai x
iyκ−i de degre´ κ par rapport
a` l’action line´aire standard de SL2(C) :
x 7−→ x = αx+ βy, y 7−→ y = γx+ δy, 1 = αδ − βγ,∑κ
i=0 ai x
iyκ−i 7−→
∑κ
i=0 ai x
iyκ−i,
ai =
∑κ
l=0 al
∑min(i,l)
j=max(0,i+l−κ)C
j
i C
l−j
κ−i α
j βl−j γi−j δκ+j−i−l, Cqp =
p!
q! (p−q)!
,
on sait e´tablir que deux proce´de´s alge´briques e´le´mentaires, a` savoir le “processus
Ω” et le “processus σ” (cf. [4]) permettent d’engendrer un syste`me fondamental de
polynoˆmes P = P
(
a0, a1, . . . , aκ
)
qui sont invariants :
P
(
a0, a1, . . . , aκ
)
= P
(
a0, a1, . . . , aκ
)
.
Reconstitution par crochets des invariants connus. Pour passer des jets d’ordre
1 aux jets d’ordre 2, seul un crochet (au signe pre`s) peut eˆtre forme´ :[
f ′1, f
′
2
]
= −
[
f ′2, f
′
1
]
= −Λ3.
Pour passer des jets d’ordre 2 aux jets d’ordre 3, on peut former trois crochets :[
Λ3, f ′1
] [
Λ3, f ′2
] [
Λ3, Λ3
]
,
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le dernier e´tant trivialement nul, et l’on ve´rifie imme´diatement que les deux pre-
miers fournissent les deux invariants propres a` l’e´tage κ = 3 :[
Λ3, f ′i
]
= ∆1,3 f ′i − 3∆
1,2 f ′′i .
Pour passer aux jets d’ordre 4, l’ensemble des crochets que l’on peut former s’identi-
fie a` la collection des de´terminants 2× 2 de la matrice matrice 2× 5 :∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 f ′2 3Λ3 5Λ51 5Λ52Df ′1 Df ′2 DΛ3 DΛ51 DΛ52
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ce qui fait au total deC25 = 10 crochets, mais en tenant compte du fait que nous con-
naissons de´ja` les trois mineurs — calcule´s a` l’e´tage κ = 3 — de la sous-matrice :∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 f ′2 3Λ3Df ′1 Df ′2 DΛ3
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ce sont exactement sept nouveaux crochets qui apparaissent :[
Λ5i , f
′
j
]
,
[
Λ5i , Λ
3
]
,
[
Λ51, Λ
5
2
]
.
Relations plu¨ckeriennes. Cependant, le calcul complet des crochets doit tenir
compte des relations de Plu¨cker qui existent au niveau des variables initiales des es-
paces de jets. En effet, l’ide´al des relations plu¨ckeriennes entre les f (λ)i , 1 6 λ 6 5
et les ∆α,β, 1 6 α < β 6 5 est engendre´ par deux familles quadratiques de relations
identiquement satisfaites : dans la premie`re famille :
0 ≡ ∆β,γ · f (α)i −∆
α,γ · f (β)i +∆
α,β · f (γ)i ,
i est e´gal a` 1 ou a` 2, et les indices supe´rieurs satisfont 1 6 α < β < γ 6 5, ce qui
donne 10× 2 = 20 relations ; et dans la seconde famille :
0 ≡ ∆α,δ ·∆β,γ −∆α,γ ·∆β,δ +∆α,β ·∆γ,δ,
les indices supe´rieurs satisfont 1 6 α < β < γ < δ 6 5, ce qui donne 4 relations.
En ve´rite´, seules les deux paires de relations suivantes, extraites de la premie`re
familles, seront utiles a` l’e´tage des jets d’ordre κ = 5 :
0 ≡ ∆2,3 f ′i −∆
1,3 f ′′i +∆
1,2 f ′′′i
0 ≡ ∆2,4 f ′i −∆
1,4 f ′′i +∆
1,2 f ′′′′i
,
et a` l’e´tage κ = 4, seule la premie`re paire peut eˆtre utilise´e, tandis qu’aucune rela-
tion plu¨ckerienne n’intervient aux e´tages κ 6 3. Il faut en outre attendre κ = 6 pour
que la premie`re relation de la seconde famille, a` savoir : 0 ≡ ∆1,4∆2,3−∆1,3∆2,4+
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∆1,2∆3,4 commence a` interfe`rer, mais nous n’entreprendrons pas l’e´tude de DS62
dans cet article.
Normalisations pre´alables des diffe´rentielles totales. Ainsi, nous sommes con-
duits a` normaliser DΛ5i avant de calculer Λ7i,j, en de´veloppant tout d’abord :
DΛ5i = ∆
1,4 f ′i +∆
2,3 f ′i +∆
1,3 f ′′i − 3∆
1,3 f ′′i − 3,∆
1,2 f ′′′i
= ∆1,4 f ′i +∆
2,3 f ′i − 2∆
1,3 f ′′i − 3∆
1,2 f ′′′i ,
expression dans laquelle nous pouvons remplacer ∆1,2 f ′′′i par −∆2,3 f ′i + ∆1,3 f ′′i
afin d’e´liminer toute pre´sence de f ′′′i , ce qui nous donne une expression normalise´e
et compacte ne contenant que trois termes :
DΛ5i = ∆
1,4 f ′i + 4∆
2,3 f ′i − 5∆
1,3 f ′′i .
Achevons donc le calcul de la premie`re famille de crochets
[
Λ5i , f
′
j
]
en fournissant
tous les de´tails interme´diaires :[
Λ5i , f
′
j
]
= DΛ5i · f
′
j − 5Λ
5
i · f
′′
j
=
(
∆1,4 f ′i + 4∆
2,3 f ′if
′
j − 5∆
1,3f ′′i
)
· f ′j − 5
(
∆1,3 f ′i − 3∆
1,2 f ′′i
)
· f ′′j
= ∆1,4 f ′if
′
j + 4∆
2,3 f ′if
′
j − 5∆
1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) + 15∆
1,2 f ′′i f
′′
j
=: Λ7i,j.
Ici, la syme´trie indicielle Λ71,2 = Λ72,1 impose´e a priori par l’identite´ de Jacobi
montre que l’on devrait se dispenser de Λ72,1 (ou de Λ71,2
)
dans une liste minimale
de polynoˆmes invariants fondamentaux.
Invariant de poids 8. Ensuite, graˆce a` notre normalisation pre´alable de DΛ5i , nous
pouvons calculer proprement chacun des deux crochets (i = 1, 2) :[
Λ5i , Λ
3
]
= 3DΛ5i · Λ
3 − 5Λ5i · DΛ
3
=
(
3∆1,4 f ′i + 12∆
2,3 f ′i − 15∆
1,3 f ′′i
)
·∆1,2−
−
(
5∆1,3 f ′i − 15∆
1,2 f ′′i
)
·∆1,3
= 3∆1,4∆1,2 f ′i + 12∆
2,3∆1,2 f ′i − 5∆
1,3∆1,3 f ′i
= f ′i
(
3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
)
≡ f ′i M
8,
ou` le nouvel invariant
M8 :=
1
f ′i
[
Λ5i , Λ
3
]
= 3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
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doit eˆtre introduit, parce que le re´sultat est divisible par f ′i .
Question. Pourquoi et comment doit-on eˆtre conduit a` diviser parfois les crochets
pour acce´der ve´ritablement a` de nouveaux invariants fondamentaux?
Fin du passage a` l’e´tage κ = 4 Enfin, calculons et examinons le dernier crochet
possible, a` nouveau en fournissant scrupuleusement tous les de´tails interme´diaires :[
Λ51, Λ
5
2
]
= 5DΛ51 · Λ
5
2 − 5Λ
5
1 · DΛ
5
2
= 5
(
∆1,4 f ′1 + 4∆
2,3 f ′1 − 5∆
1,3 f ′′1
)
·
(
∆1,3 f ′2 − 3∆
1,2 f ′′2
)
−
− 5
(
∆1,3 f ′1 − 3∆
1,2 f ′′1
)
·
(
∆1,4 f ′2 + 4∆
2,3 f ′2 − 5∆
1,3 f ′′2
)
= −15∆1,4∆1,2 f ′1f
′′
2 − 60∆
2,3∆1,2 f ′1f
′′
2 − 25∆
1,3∆1,3 f ′′1 f
′
2+
+ 15∆1,4∆1,2 f ′2f
′′
1 + 60∆
2,3∆1,2 f ′2f
′′
1 + 25∆
1,3∆1,3 f ′′2 f
′
1
= −15∆1,4∆1,2∆1,2 − 15∆2,3∆1,2∆1,2 + 25∆1,3∆1,3∆1,2
= −5∆1,2
(
3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
)
≡ −5Λ3M8.
Le re´sultat e´tant multiple des deux invariants de´ja` connus Λ3 et M8, il n’apporte
rien de nouveau. Toutefois, conservons trace de la relation :[
Λ51, Λ
5
2
]
= −5Λ3M8.
Proposition ([3]) En dimension ν = 2, les neuf polynoˆmes :
f ′1, f
′
2, Λ
3 := ∆1,2, Λ51 := ∆
1,3 f ′1 − 3∆
1,2 f ′′1 ,
Λ52 := ∆
1,3 f ′2 − 3∆
1,2 f ′′2 ,
Λ71,1 :=
(
∆1,4 + 4∆2,3
)
f ′1f
′
1 − 10∆
1,3 f ′1f
′′
1 + 15∆
1,2 f ′′1 f
′′
1 ,
Λ71,2 :=
(
∆1,4 + 4∆2,3
)
f ′1f
′
2 − 5∆
1,3
(
f ′′1 f
′
2 + f
′′
2 f
′
1
)
+ 15∆1,2 f ′′1 f
′′
2 ,
Λ72,2 :=
(
∆1,4 + 4∆2,3
)
f ′2f
′
2 − 10∆
1,3 f ′2f
′′
2 + 15∆
1,2 f ′′2 f
′′
2 ,
M8 := 3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
forment un syste`me ge´ne´rateur de polynoˆmes invariants par reparame´trisation pour
les jets d’ordre κ = 4.
Cette proposition sera englobe´e dans un e´nonce´ plus pre´cis dont la preuve ap-
paraıˆtra dans la Section 5.
§4. Invariants fondamentaux pour les jets d’ordre 5
De´nombrement des crochets. Pour s’e´lever de l’e´tage κ = 4 a` l’e´tage κ = 5,
l’ensemble des crochets que l’on peut former s’identifie a` la collection des de´termi-
nants 2× 2 de la matrice matrice 2× 9 :∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 f ′2 3Λ3 5Λ51 5Λ52 7Λ71,1 7Λ71,2 7Λ72,2 8M8Df ′1 Df ′2 DΛ3 DΛ51 DΛ52 DΛ71,1 DΛ71,2 DΛ72,2 DM8
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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ce qui fait au total de C29 = 36 crochets, mais il n’y en a en fait que 36 − 10 =
26 a` calculer, en tenant compte du fait que nous connaissons de´ja` les C25 = 10
mineurs — calcule´s dans la section pre´ce´dente — de la sous-matrice :∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 f ′2 3Λ3 5Λ51 5Λ52Df ′1 Df ′2 DΛ3 DΛ51 DΛ52
∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Heuristique. Nous sommes par conse´quent amene´s a` penser3 que tout polynoˆme
invariant P
(
j5f
)
en les jets d’ordre 5 est un polynoˆme en les neuf pre´ce´dents
polynoˆmes fondamentaux :
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ51, Λ
7
1,1, Λ
7
1,2, Λ
7
2,2, M
8,
auxquels on ajoute tous ceux qui sont obtenus par crochets a` l’e´tage supe´rieur, apre`s
simplification, normalisation plu¨ckerienne, division e´ventuelle, et suppression des
invariants redondants. On voit imme´diatement que les nouveaux crochets a` e´tudier
se distribuent en huit familles :[
Λ7i,j, f
′
k
]
,
[
M8, f ′i
]
,[
Λ7i,j, Λ
3
]
,
[
M8, Λ3
]
,[
Λ7i,j, Λ
5
k
]
,
[
M8, Λ5i
]
,[
Λ7i,j, Λ
7
k,l
]
,
[
M8, Λ7i,j
]
.
Avant de calculer et d’examiner tous ces crochets — taˆche substantielle s’il en
est —, reprenons en main la liste de tous les crochets pre´ce´dents (i.e. invariants
a` l’e´tage κ = 4), en les e´crivant avec des indices :
f ′i
Λ3 := ∆1,2
Λ5i := ∆
1,3 f ′i − 3∆
1,2 f ′′i
Λ7i,j := ∆
1,4 f ′if
′
j + 4∆
2,3 f ′if
′
j − 5∆
1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) + 15∆
1,2 f ′′i f
′′
j
M8 := 3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
.
Remarque sur le choix des notations. Nous utiliserons syste´matiquement les
grandes lettres, telles que “Λ” (particulie`rement facile a` e´crire a` la main), “M”,
“H”, etc., parce que leur taille les rend disponibles pour recevoir non seulement
le nombre total de “′” en indice supe´rieur (poids de l’invariant), mais aussi, en in-
dices infe´rieurs, la suite ordonne´e de 1 ou de 2 dont de´pend chaque monoˆme de
l’invariant en question.
Normalisation pre´alable des diffe´rentiations totales. Nous avons donc huit famil-
les de crochets a` calculer, et pour cela, nous travaillerons avec les repre´sentations
3 Cette ide´e sera discute´e plus avant dans la Section 7.
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indicie´es de nos invariants connus a` l’e´tage κ = 4. Auparavant, nous devons cal-
culer a` l’avance les deux expressions de´rive´es DΛ7i,j et DM8, et les normaliser en
tenant compte des identite´s plu¨ckeriennes, comme nous l’avons explique´ ci-dessus.
Calculons donc, en e´liminant ∆1,2 f ′′′i et ∆1,2 f ′′′j a` la quatrie`me ligne :
DΛ7i,j = ∆
1,5 f ′if
′
j +∆
2,4 f ′if
′
j +∆
1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j )+
+ 4∆2,4 f ′if
′
j + 4∆
2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 5∆1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−
− 5∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + 2 f
′′
i f
′′
j + f
′
if
′′′
j
)
+ 15∆1,3 f ′′i f
′′
j +
+ 15∆1,2 f ′′′i f
′′
j + 15∆
1,2 f ′′i f
′′′
j
= ∆1,5 f ′if
′
j + 5∆
2,4 f ′if
′
j − 4∆
1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+ 5∆1,3 f ′′i f
′′
j −
− 15∆2,3 f ′if
′′
j + 15∆
1,3 f ′′i f
′′
j − 15∆
2,3 f ′′i f
′′
j + 15∆
1,3 f ′′i f
′′
j
= ∆1,5 f ′if
′
j + 5∆
2,4 f ′if
′
j − 4∆
1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−
− 16∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+ 35∆1,3 f ′′i f
′′
j .
Ensuite, le calcul de DM8 est imme´diat car il n’implique aucune relation plu¨cke-
rienne :
DM8 = 3∆1,5∆1,2 + 3∆2,4∆1,2 + 3∆1,4∆1,3+
+ 12∆2,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,3 − 10∆1,4∆1,3 − 10∆2,3∆1,3
= 3∆1,5∆1,2 + 15∆2,4∆1,2 − 7∆1,4∆1,3 + 2∆2,3∆1,3.
Tableau des diffe´rentiations totales. En re´sume´, nous obtenons les expressions
normalise´es suivantes pour nos invariants diffe´rentie´s :
Df ′i = f
′′
i
DΛ3 = ∆1,3
DΛ5i = ∆
1,4 f ′i + 4∆
2,3 f ′i − 5∆
1,3 f ′′i
DΛ7i,j = ∆
1,5 f ′if
′
j + 5∆
2,4 f ′if
′
j − 4∆
1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−
− 16∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+ 35∆1,3
(
f ′′i f
′′
j
)
DM8 = 3∆1,5∆1,2 + 15∆2,4∆1,2 − 7∆1,4∆1,3 + 2∆2,3∆1,3
,
et nous pouvons maintenant commencer a` engendrer la table de multiplication —
ponde´re´e par le poids de nos invariants — entre ces deux listes encadre´es, afin de
de´couvrir de nouveaux polynoˆmes invariants fondamentaux a` l’e´tage κ = 5.
Premie`re famille de crochets
[
Λ7i,j, f
′
k
]
. Apre`s un calcul direct que nous ne de´tail-
lerons pas, mais dans lequel les normalisations plu¨ckeriennes n’interviennent pas,
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nous obtenons :[
Λ7i,j, f
′
k
]
= DΛ7i,j · f
′
k − 7Λ
7
i,j · Df
′
k
= ∆1,5 f ′if
′
jf
′
k + 5∆
2,4 f ′if
′
jf
′
k−
− 4∆1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) f
′
k − 7∆
1,4 f ′if
′
jf
′′
k−
− 16∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′k − 28∆
2,3 f ′if
′
jf
′′
k−
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j ) f
′
k + 35∆
1,3
(
f ′′i f
′′
j f
′
k + f
′′
i f
′
jf
′′
k + f
′
if
′′
j f
′′
k
)
−
− 105∆1,2 f ′′i f
′′
j f
′′
k
=: Λ9i,j,k.
Nous trouvons donc huit nouveaux invariants Λ91,1,1, Λ91,1,2, Λ91,2,1, Λ91,2,2, Λ92,1,1,
Λ92,1,2, Λ
9
2,2,1 et Λ
9
2,2,2, qui ne s’expriment clairement pas en fonction de ceux con-
nus a` l’e´tage κ = 4, a` cause par exemple de la pre´sence du de´terminant ∆1,5 ou`
apparaissent f ′′′′′1 et f ′′′′′2 .
Observation. Cependant, ces huit invariants ne sont pas inde´pendants entre eux, ne
serait-ce que par he´ritage de la syme´trie Λ71,2 = Λ72,1, qui implique les deux relations
Λ91,2,k = Λ
9
2,1,k, k = 1, 2. En fait, il y a quatre relations inde´pendantes, que l’on peut
proposer au lecteur de ve´rifier par un de´veloppement direct :
Λ91,1,2 = Λ
9
1,2,1 − f
′
1M
8
Λ91,2,1 = Λ
9
2,1,1
Λ91,2,2 = Λ
9
2,1,2
Λ92,2,1 = Λ
9
2,1,2 + f
′
2M
8.
Toutefois, il est incontestablement pre´fe´rable d’obtenir ces relations comme suit a`
partir de l’identite´ de type Jacobi, en posant tout simplement P := f ′i , Q := f ′j et
R := Λ5k :
0 ≡
[[
f ′i , f
′
j
]
, Λ5k
]
+
[[
Λ5k, f
′
i
]
, f ′j
]
+
[[
f ′j , Λ
5
k
]
, f ′i
]
.
Si l’on tient compte du fait que
[
f ′i , f
′
j
]
vaut 0 ou ±Λ3 et si on utilise les relations[
Λ5i , Λ
3
]
= f ′i M
8
, nos quatre relations en de´coulent. Ainsi, seuls quatre des huit
crochets
[
Λ7i,j, f
′
k
]
peuvent eˆtre fondamentaux, et on ve´rifie sans peine que Λ91,1,1,
Λ91,2,1, Λ
9
2,1,2 et Λ
9
2,2,2 constituent bien de nouveaux invariants qui sont inde´pendants
entre eux, parce que les trinoˆmes f ′1f ′1f ′1, f ′1f ′2f ′1, f ′2f ′1f ′2 et f ′2f ′2f ′2 en facteur derrie`re
∆1,5 + 5∆2,4 le sont.
Deuxie`me famille de crochets
[
M8, f ′i
]
. Le calcul, imme´diat, libre d’ambiguı¨te´
plu¨ckerienne et ne ne´cessitant aucune re´organisation, fournit le re´sultat suivant :[
M8, f ′i
]
= DM8 · f ′i − 8M
8 · f ′′i
=
[
3∆1,5∆1,2 + 15∆2,4∆1,2 − 7∆1,4∆1,3 + 2∆2,3∆1,3
]
f ′i−
−
[
24∆1,4∆1,2 + 96∆2,3∆1,2 − 40∆1,3∆1,3
]
f ′′i
=: M10i .
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Nous trouvons donc deux nouveaux invariants M101 et M102 de poids 10, qui ne
s’expriment pas en fonction de ceux de´ja` connus, a` cause de la pre´sence du produit
de de´terminants ∆1,5∆1,2 ou` apparaıˆt f ′′′′′1 f ′′2 .
Troisie`me famille de crochets
[
Λ7i,j, Λ
3
]
. Bien que le re´sultat final n’apporte pas
de nouvel invariant (cf. infra), nous de´taillerons ce calcul :[
Λ7i,j , Λ
3
]
= 3DΛ7i,j · Λ
3 − 7Λ7i,j · DΛ
3
= 3∆1,5∆1,2 f ′if
′
j + 15∆
2,4∆1,2 f ′if
′
j − 12∆
1,4∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
−
− 48∆2,3∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 15∆1,3∆1,2 f ′′′i f
′
j−
− 15∆1,3∆1,2 f ′if
′′′
j + 105∆
1,3∆1,2 f ′′i f
′′
j − 7∆
1,4∆1,3 f ′if
′
j−
− 28∆2,3∆1,3 f ′if
′
j + 35∆
1,3∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 105∆1,3∆1,2 f ′′i f
′′
j .
Nous utilisons la relation plu¨ckerienne pour transformer les deux termes souligne´s,
qui deviennent :
15∆2,3∆1,3 f ′if
′
j − 15∆
1,3∆1,3 f ′′i f
′
j + 15∆
2,3∆1,3 f ′if
′
j − 15∆
1,3∆1,3 f ′if
′′
j ,
et ensuite, nous additionnons les monoˆmes e´gaux et nous regroupons le tout dans
un ordre naturel :[
Λ7i,j, Λ
3
]
=
(
3∆1,5∆1,2 + 15∆2,4∆1,2 − 7∆1,4∆1,3 + 2∆2,3∆1,3
)
f ′if
′
j+
+
(
− 12∆1,4∆1,2 − 48∆2,3∆1,2 + 20∆1,3∆1,3
)(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
.
Or, cette troisie`me famille de crochets n’apporte aucun nouvel invariant. En effet,
conside´rons la famille d’identite´s de Jacobi :
0 ≡
[[
Λ5i , f
′
j
]
, Λ3
]
+
[[
Λ3, Λ5i
]
f ′j
]
+
[[
f ′j , Λ
3
]
, Λ5i
]
≡
[
Λ7i,j, Λ
3
]
−
[
f ′i M
8, f ′j
]
−
[
Λ5j , Λ
5
i
]
.
Si nous faisons tout d’abord i = j (= 1 ou = 2), en utilisant [f ′i M8, f ′i] =
f ′i
[
M8, f ′i
]
= f ′i M
10
i , nous obtenons les deux relations :
0 ≡
[
Λ7i,i, Λ
3
]
− f ′i M
10
i
qui montrent que les deux crochets
[
Λ7i,i, Λ
3
]
pour i = 1, 2 sont superflus. Si nous
faisons ensuite i = 1 et j = 2, nous obtenons :
0 ≡
[
Λ71,2, Λ
3
]
−M8
[
f ′1, f
′
j
]
− f ′1
[
M8, f ′2
]
+
[
Λ51, Λ
5
2
]
≡
[
Λ71,2, Λ
3
]
+M8 Λ3 − f ′1M
10
2 − 5Λ
3M8
≡
[
Λ71,2, Λ
3
]
− 4Λ3M8 − f ′1M
10
2 ,
ce qui montre que
[
Λ71,2, Λ
3
]
est superflu. De la syme´trie indicielle Λ71,2 = Λ72,1 on
peut de´duire sans plus de calcul que le crochet
[
Λ72,1, Λ
3
]
est lui aussi superflu, mais
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il est instructif de faire quand meˆme i = 2 et j = 1 dans l’identite´ ge´ne´rale :
0 ≡
[
Λ72,1 Λ
3
]
−M8
[
f ′2, f
′
1
]
− f ′2
[
M8, f ′1
]
−
[
Λ51, Λ
5
2
]
≡
[
Λ72,1, Λ
3
]
−M8 Λ3 − f ′2M
10
1 + 5Λ
3M8
≡
[
Λ72,1, Λ
3
]
+ 4Λ3M8 − f ′2M
10
1 .
Bien que Λ71,2 = Λ72,1, nous obtenons une relation inde´pendante de la pre´ce´dente,
et par soustraction, nous obtenons une nouvelle relation, que nous e´nonc¸ons en
passant :
0 ≡ f ′2M
10
1 − f
′
1M
10
2 − 8Λ
3M8,
ce qui anticipe un fait qui va se re´ve´ler crucial par la suite : les invariants fondamen-
taux forme´s par crochets jouissent d’un tre`s grand nombre de relations alge´briques,
parfois appele´es syzygies, qu’il est difficile d’englober dans une combinatoire uni-
fie´e. Poursuivons toutefois pour l’instant notre pre´paration de tous les invariants
que l’on peut former par crochets.
Quatrie`me famille de crochets [M8, Λ3]. Le calcul, “most elementary”, donne :[
M8, Λ3
]
= 3DM8 · Λ3 − 8M8 · DΛ3
= 9∆1,5∆1,2∆1,2 + 45∆2,4∆1,2∆1,2 − 45∆1,4∆1,3∆1,2−
− 90∆2,3∆1,3∆1,2 + 40∆1,3∆1,3∆1,3
=: N12.
C’est un nouvel invariantN12 de poids 12 qui a la proprie´te´ remarquable de s’expri-
mer seulement en fonction des de´terminants ∆α,β. En compagnie de Λ3 et de M8,
il jouera un roˆle central dans l’e´laboration d’une base de Gro¨bner pour l’ide´al des
syzygies entre les invariants fondamentaux.
Cinquie`me famille de crochets
[
Λ7i,j, Λ
5
k
]
. Cette fois-ci, nous ne de´taillerons pas
les calculs interme´diaires, puisque nous avons de´ja` e´voque´ a` pre´sent tous les actes
qui permettent de les accomplir. Nous obtenons :[
Λ7i,j, Λ
5
k
]
= 5DΛ7i,j · Λ
5
k − 7Λ
7
i,j · DΛ
5
k
= 5∆1,5∆1,3 f ′if
′
jf
′
k + 25∆
2,4∆1,3 f ′if
′
jf
′
k − 7∆
1,4∆1,4 f ′if
′
jf
′
k−
− 56∆2,3∆1,4 f ′if
′
jf
′
k − 112∆
2,3∆2,3 f ′if
′
jf
′
k − 15∆
1,5∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k−
− 75∆2,4∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k + 15∆
1,4∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′k+
+ 35∆1,4∆1,3 f ′if
′
jf
′′
k + 60∆
2,3∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′k−
− 10∆2,3∆1,3 f ′if
′
jf
′′
k − 25∆
1,3∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′k+
+ 175∆1,3∆1,3 f ′′i f
′′
j f
′
k − 100∆
1,3∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k+
+ 60∆1,4∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k − 105∆
1,4∆1,2 f ′′i f
′′
j f
′
k+
+ 240∆2,3∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k − 420∆
2,3∆1,2 f ′′i f
′′
j f
′
k.
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Ces six invariants sont nouveaux, a` ceci pre`s qu’ils ne sont pas inde´pendants entre
eux. En effet, (J ac) donne :
0 ≡
[[
f ′i , Λ
5
j
]
, Λ5k
]
+
[[
Λ5k, f
′
i
]
, Λ5j
]
+
[[
Λ5j , Λ
5
k
]
, f ′i
]
,
relations qui se re´duisent a` 0 ≡ 0 lorsque j = k, mais qui fournissent deux relations
non triviales lorsque j 6= k, a` savoir :[
Λ71,2, Λ
5
1
]
=
[
Λ71,1, Λ
5
2
]
+ 5M8 Λ51 + 5Λ
3M101 ,[
Λ71,2, Λ
5
2
]
=
[
Λ72,2, Λ
5
1
]
− 5M8 Λ52 − 5Λ
3M102 .
Celles-ci nous permettent de n’avoir a` conside´rer que les quatre (au lieu de six)
nouveaux invariants :
K131,1,1 :=
[
Λ71,1, Λ
5
1
]
, K131,1,2 :=
[
Λ71,1, Λ
5
2
]
,
K132,2,1 :=
[
Λ72,2, Λ
5
1
]
, K132,2,2 :=
[
Λ72,2, Λ
5
2
]
.
Cependant, le travail n’est pas termine´. Puisque nous constatons que K131,1,1 est
divisible par f ′1, nous devons introduire l’invariant de poids 12 :
K121,1 :=
1
f ′1
[
Λ71,1, Λ
5
1
]
= f ′1f
′
1
(
5∆1,5∆1,3 + 25∆2,4∆1,3 − 7∆1,4∆1,4 − 56∆2,3∆1,4−
− 112∆2,3∆2,3
)
+ f ′1f
′′
1
(
− 15∆1,5∆1,2 − 75∆2,4∆1,2+
+ 65∆1,4∆1,3 + 110∆2,3∆1,3
)
+ f1f
′′′
1
(
− 50∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′′1 f
′′
1
(
− 25∆1,3∆1,3 + 15∆1,4∆1,2 + 60∆2,3∆1,2
)
.
Pareillement,K132,2,2 e´tant divisible par f ′2, nous devons introduire cet invariant de´fini
par K122,2 := 1f ′1
[
Λ72,2, Λ
5
2
]
. Mais les deux invariants restants, a` savoir K131,1,2 etK132,2,1,
ne sont divisibles ni par f ′1 ni par f ′2. Or nous verrons dans la suite qu’il est naturel
d’introduire des “polarisations” de certains invariant spe´ciaux — tels que K121,1 —
qui ne comportent que des “1” en indices infe´rieurs et que nous appelerons bi-
invariants, les “polarisations” de ces invariants spe´ciaux consistant tout simplement
a` mettre des “1” et des “2” de toutes les manie`res possibles en indices infe´rieurs.
Par exemple, les polarisations de Λ71,1 sont : Λ71,2, Λ72,1 et Λ72,2. Mais alors, comment
donc les deux invariants K131,1,2 et K132,2,1 pourraient-ils eˆtre obtenus par polarisation,
sachant qu’ils ont trois indices infe´rieurs? Faut-il revenir a` K131,1,1 et le polariser?
Lemme Si l’on introduit, pour tous i, j appartenant a` {1, 2}, les quatre invariants
de poids 12 :
K12i,j := f
′
if
′
j
(
5∆1,5∆1,3 + 25∆2,4∆1,3 − 7∆1,4∆1,4 − 56∆2,3∆1,4−
− 112∆2,3∆2,3
)
+
(f ′if
′′
j + f
′′
i f
′
j)
2
(
− 15∆1,5∆1,2 − 75∆2,4∆1,2+
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+ 65∆1,4∆1,3 + 110∆2,3∆1,3
)
+
(f ′if
′′′
j + f
′′′
i f
′
j)
2
(
− 50∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′′i f
′′
j
(
− 25∆1,3∆1,3 + 15∆1,4∆1,2 + 60∆2,3∆1,2
)
,
alors les quatre invariants K131,1,1, K131,1,2, K132,2,1 et K132,2,2 pre´ce´dents sont re´obtenus
au moyen des quatre relations :
K131,1,1 = f
′
1K
12
1,1,
K131,1,2 = f
′
1K
12
1,2 −
5
2
Λ3M101 − 5Λ
5
1M
8,
K132,2,1 = f
′
2K
12
2,1 +
5
2
Λ3M102 + 5Λ
5
2M
8,
K132,2,2 = f
′
2K
12
2,2.
Graˆce a` ce lemme bienvenu, nous pouvons donc introduire l’invariant re´duit
K121,1 accompagne´ de ses trois polarisations K121,2, K122,1 et K122,2 (en fait K121,2 = K122,1),
et oublier purement et simplement les quatre invariants de poids 13 qui nous e´taient
fournis par crochets bruts.
Preuve. En conside´rant la permutation 1 ↔ 2 des indices (noter que les ∆α,β
changent de signe), il suffit d’e´tablir la deuxie`me identite´. Nous re´e´crivons tout
d’abord, en repartant de l’expression obtenue pour
[
Λ71,1, Λ
5
2
]
:
K131,1,2 = f
′
1f
′
1f
′
2
(
5∆1,5∆1,3 + 25∆2,4∆1,3 − 7∆1,4∆1,4 − 56∆2,3∆1,4−
− 112∆2,3∆2,3
)
+ f ′1f
′
1f
′′
2
(
− 15∆1,5∆1,2 − 75∆2,4∆1,2+
+ 35∆1,4∆1,3 − 10∆2,3∆1,3
)
+ f ′1f
′′
1 f
′
2
(
30∆1,4∆1,3 + 120∆2,3∆1,3
)
+
+ f ′1f
′′
1 f
′
2
(
− 50∆1,3∆1,3
)
+ f ′′1 f
′′
1 f
′
2
(
175∆1,3∆1,3 − 105∆1,4∆1,2−
− 420∆2,3∆1,2
)
+ f ′1f
′′
1 f
′′
2
(
− 200∆1,3∆1,3 + 120∆1,4∆1,2 + 480∆2,3∆1,2
)
.
Ensuite, nous effectuons la soustraction :
K131,1,1− f
′
1K
12
1,2 =
= f ′1f
′
1f
′′
2
(
−
15
2
∆1,5∆1,2 −
75
2
∆2,4∆1,2 +
5
2
∆1,4∆1,3 − 65∆2,3∆1,3
)
+
+ f ′1f
′′
1 f
′
2
(15
2
∆1,5∆1,2 +
75
2
∆2,4∆1,2 −
5
2
∆1,4∆1,3 + 65∆2,3∆1,3
)
+
+ f ′1f
′′′
1 f
′
2
(
−
50
2
∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′1f
′
1f
′′′
2
(50
2
∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′′1 f
′′
1 f
′
2
(
175∆1,3∆1,3 − 105∆1,4∆1,2 − 420∆2,3∆1,2
)
+
+ f ′′1 f
′
1f
′′
2
(
− 175∆1,3∆1,3 + 105∆1,4∆1,2 + 420∆2,3∆1,2
)
.
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Remarquablement, les coefficients polynomiaux complexes e´tant oppose´s par paires
de lignes qui se suivent, nous voyons des de´terminants 2× 2 se reformer :
K131,1,1− f
′
1K
12
1,2 =
= f ′1
(
−
15
2
∆1,5∆1,2∆1,2 −
75
2
∆2,4∆1,2∆1,2 +
5
2
∆1,4∆1,3∆1,2−
− 65∆2,3∆1,2∆1,2
)
+ f ′1
(50
2
∆1,3∆1,3∆1,2
)
+
+ f ′′1
(
105∆1,4∆1,2∆1,2 + 420∆2,3∆1,2∆1,2 − 175∆1,3∆1,3∆1,3
)
.
Les deux premiers termes de la premie`re lignes ressemblant a` ceux de Λ3M101 , nous
pouvons e´crire :
= −
5
2
Λ3M101 +
+ f ′1
(
−
30
2
∆1,4∆1,3∆1,2 − 60∆2,3∆1,3∆1,2 +
50
2
∆1,3∆1,2∆1,3
)
+
+ f ′′1
(
45∆1,4∆1,2∆1,2 + 180∆2,3∆1,2∆1,2 − 75∆1,3∆1,3∆1,2
)
.
Et enfin, nous reconnaissons dans les termes restants l’expression de´veloppe´e de
−5Λ51M
8
, ce qui nous donne bien la relation annonce´e, que nous re´e´crivons :
K131,1,2 − f
′
1K
12
1,2 = −
5
2
Λ3M101 − 5Λ
5
1M
8
. 
Sixie`me famille de crochets
[
M8, Λ5i
]
. Par un calcul facile, court et sans myste`re
qui nous permer de reprendre haleine avant d’envisager la septie`me et la plus com-
plexe famille de crochets, nous obtenons :[
M8, Λ5i
]
= 5DM8 · Λ5i − 8M
8 · DΛ5i
=
(
15∆1,5∆1,3∆1,2 + 75∆2,4∆1,3∆1,2 + 5∆1,4∆1,3∆1,3+
+ 170∆2,3∆1,3∆1,3 − 24∆1,4∆1,4∆1,2 − 192∆1,4∆2,3∆1,2−
− 384∆2,3∆2,3∆1,2
)
f ′i +
(
− 45∆1,5∆1,2∆1,2 − 225∆2,4∆1,2∆1,2+
+ 225∆1,4∆1,3∆1,2 + 450∆2,3∆1,3∆1,2 − 200∆1,3∆1,3∆1,3
)
f ′′i
=: H14i .
Le re´sultat n’est divisible ni par Λ5i (sinon DΛ5i le serait), ni par Λ3, ni par f ′i . Nous
trouvons donc deux nouveaux invariants H141 et H142 de poids 14.
Septie`me famille de crochets
[
Λ7i,j, Λ
7
k,l
]
. Le calcul complet, que nous de´taillons
dans la Section 9 parce qu’il est de´licat, donne :[
Λ7i,j , Λ
7
k,l
]
7
= DΛ7i,j · Λ
7
k,l − Λ
7
i,j · DΛ
7
k,l
=
(
− 5∆1,5∆1,3 − 25∆2,4∆1,3 + 4∆1,4∆1,4 + 32∆1,4∆2,3+
+ 64∆2,3∆2,3
)(
f ′jf
′
l ∆
1,2
i,k + f
′
if
′
k∆
1,2
j,l
)
+
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+
(
15∆1,5∆1,2 + 75∆2,4∆1,2 − 35∆1,4∆1,3+
+ 10∆2,3∆1,3
)(
f ′if
′′
l ∆
1,2
j,k + f
′
kf
′′
j ∆
1,2
i,l
)
+
+
(
− 5∆1,4∆1,3 − 20∆2,3∆1,3
)(
f ′jf
′
l ∆
1,3
k,i + f
′
if
′
k∆
1,3
l,j
)
+
+
(
25∆1,3∆1,3
)(
f ′jf
′
l ∆
2,3
k,i + f
′
jf
′
k∆
2,3
l,i + f
′
if
′
l ∆
2,3
k,j + f
′
if
′
k∆
2,3
l,j
)
+
+
(
− 60∆1,4∆1,2 − 240∆2,3∆1,2+
+ 100∆1,3∆1,3
)(
f ′′i f
′′
k ∆
1,2
j,l + f
′′
j f
′′
l ∆
1,2
i,k
)
.
Nous trouvons ainsi trois invariants de poids 15 :[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
,
[
Λ71,1, Λ
7
2,2
]
,
[
Λ71,2, Λ
7
2,2
]
,
mais cependant, ces invariants s’expriment en fonction de ceux que nous connais-
sons de´ja`. En effet, spe´cialisons tout d’abord les indices dans la formule ge´ne´rale et
nettoyons les expressions obtenues :[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
7
= f ′1f
′
1
(
− 5∆1,5∆1,3∆1,2 − 25∆2,4∆1,3∆1,2 + 4∆1,4∆1,4∆1,2+
+ 32∆1,4∆2,3∆1,2 + 64∆2,3∆2,3∆1,2+
+ 5∆1,4∆1,3∆1,3 − 30∆2,3∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′1f
′′
1
(
15∆1,5∆1,2∆1,2 + 75∆2,4∆1,2∆1,2−
− 35∆1,4∆1,3∆1,2 + 10∆2,3∆1,3∆1,2
)
+
+ f ′′1 f
′′
1
(
− 60∆1,4∆1,2∆1,2 − 240∆2,3∆1,2∆1,2+
+ 100∆1,3∆1,3∆1,2
)
,[
Λ71,2, Λ
7
2,2
]
7
= Idem
(
indice 1←→ indice 2
)
,[
Λ71,1, Λ
7
2,2
]
7
= f ′1f
′
2
(
− 10∆1,5∆1,3∆1,2 − 50∆2,4∆1,3∆1,2 + 8∆1,4∆1,4∆1,2+
+ 64∆1,4∆2,3∆1,2 + 128∆2,3∆2,3∆1,2+
+ 10∆1,4∆1,3∆1,3 − 60∆2,3∆1,3∆1,3
)
+
+
(f ′1f ′′2 + f ′′1 f ′2
2
)(
30∆1,5∆1,2∆1,2 + 150∆2,4∆1,2∆1,2−
− 70∆1,4∆1,3∆1,2 + 20∆2,3∆1,3∆1,2
)
+
+ f ′′1 f
′′
2
(
− 120∆1,4∆1,2∆1,2 − 480∆2,3∆1,2∆1,2+
+ 200∆1,3∆1,3∆1,2
)
.
Si nous examinons le polynoˆme cubique en ∆ qui est multiple de f ′′1 f ′′1 dans les deux
dernie`res lignes de l’expression de 1
7
[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
, nous reconnaissons par exemple
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−20M8∆1,2, ce qui constitue une coı¨ncidence que nous devrions manifestement
exploiter, et ensuite, sans plus tenter de de´crire l’asce`se visuelle qui nous permet de
deviner des relations alge´briques entre de telles expressions, nous trouvons les trois
relations suivantes imme´diatement ve´rifiables par de´veloppement :
0 ≡ 6
[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
+ 35Λ51M
10
1 + f
′
1H
14
1 ,
0 ≡ 6
[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
+ 35
(
Λ51M
10
2 + Λ
5
2M
10
1
)
+ f ′1H
14
2 + f
′
2H
14
1 ,
0 ≡ 6
[
Λ71,2, Λ
7
2,2
]
+ 35Λ52M
10
2 + f
′
2H
14
2 ,
qui montrent que les trois invariants
[
Λ71,1, Λ
7
1,2
]
,
[
Λ71,1, Λ
7
2,2
]
et
[
Λ71,2, Λ
7
2,2
]
sont
en fait superflus. Bien qu’elle nous ait cote´ de re´els efforts de calculs, cette cir-
constance n’est pas sans nous de´plaire, puisque nous pouvons ainsi re´duire de
trois unite´s le nombre d’invariants fondamentaux que nous aurons a` conside´rer
ulte´rieurement.
Huitie`me famille de crochets
[
M8, Λ7i,j
]
. Le calcul, qui implique seulement quel-
ques normalisations plu¨ckeriennes et bien sr aussi de l’arithme´tique formelle e´le´-
mentaire, fournit l’expression massive suivante, qui est en fait comple`tement sim-
plifie´e :
[
M8, Λ7i,j
]
= 7DM8 · Λ7i,j − 8M
8 · DΛ7i,j
=
(
− 3∆1,5∆1,4∆1,2 − 15∆2,4∆1,4∆1,2 − 12∆1,5∆2,3∆1,2+
+ 40∆1,5∆1,3∆1,3 − 60∆2,4∆2,3∆1,2 + 200∆2,4∆1,3∆1,3−
− 49∆1,4∆1,4∆1,3 − 422∆1,4∆2,3∆1,3 − 904∆2,3∆2,3∆1,3
)
f ′if
′
j+
+
(
− 105∆1,5∆1,3∆1,2 − 525∆2,4∆1,3∆1,2 + 205∆1,4∆1,3∆1,3−
− 230∆2,3∆1,3∆1,3 + 96∆1,4∆1,4∆1,2 + 768∆1,4∆2,3∆1,2+
+ 1536∆2,3∆2,3∆1,2
)(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
+
+
(
− 200∆1,3∆1,3∆1,3
)(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+
+
(
315∆1,5∆1,2∆1,2 + 1575∆2,4∆1,2∆1,2 − 1575∆1,4∆1,3∆1,2−
− 3150∆2,3∆1,3∆1,2 + 1400∆1,3∆1,3∆1,3
)
f ′′i f
′′
j .
Nous obtenons ainsi trois nouveaux invariants de poids 16 :
F 161,1 :=
[
M8, Λ71,1
]
, F 161,2 :=
[
M8, Λ71,2
]
= F 162,1,
F 162,2 :=
[
M8, Λ72,2
]
.
Syste`me ge´ne´rateur pour les jets d’ordre 5. Il nous faut donc conside´rer les
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vingt-cinq polynoˆmes invariants fondamentaux :
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ51, Λ
5
2, Λ
7
1,1, Λ
7
1,2, Λ
7
2,2, M
8,
Λ91,1,1, Λ
9
1,2,1, Λ
9
2,1,2, Λ
9
2,2,2, M
10
1 , M
10
2 ,
N12, K121,1, K
12
1,2, K
12
2,1, K
12
2,2,
H141 , H
14
2 , F
16
1,1, F
16
1,2, F
16
2,2.
Proble`me. De´crire explicitement l’ide´al des relations entre ces vingt-cinq polynoˆ-
mes et e´tablir que tout polynoˆme invariant par reparame´trisation P
(
j5f
)
se repre´-
sente comme polynoˆmeP
(
f ′1, . . . ,M
8, . . . , H141 , . . . , F
16
2,2
)
en ces vingt-cinq invari-
ants fondamentaux.
§5. Jets d’ordre 4 en dimension 2
Neuf relations fondamentales Cette section et celle qui suit sont consacre´es a`
l’e´tude plus accessible de DS42. Pour les jets d’ordre 4, on conside`re les neuf
polynoˆmes invariants fondamentaux :(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ51, Λ
5
2, Λ
7
1,1, Λ
7
1,2, Λ
7
2,2, M
8
)
,
et avant de passer aux jets d’ordre cinq, nous allons de´montrer que tout polynoˆme
invariant par reparame´trisation P
(
j4f
)
se repre´sente comme polynoˆme de la forme
P
(
f ′1, . . . ,Λ
5
2, . . . ,M
8
)
.
Trois calculs distincts sur Maple4 conduisent aux neuf relations fondamentales
suivantes entre ces neuf invariants :[
0
1
≡ f ′2 Λ
5
1 − f
′
1 Λ
5
2 − 3Λ
3Λ3,[
0
2
≡ f ′2Λ
7
1,1 − f
′
1Λ
7
1,2 − 5Λ
3 Λ51,
0
3
≡ f ′2Λ
7
1,2 − f
′
1Λ
7
2,2 − 5Λ
3 Λ52,
0
4
≡ f ′1 f
′
1M
8 − 3Λ3 Λ71,1 + 5Λ
5
1 Λ
5
1,
0
5
≡ f ′1 f
′
2M
8 − 3Λ3 Λ71,2 + 5Λ
5
1 Λ
5
2,
0
6
≡ f ′2 f
′
2M
8 − 3Λ3 Λ72,2 + 5Λ
5
2 Λ
5
2,
4 Les re´sultats que l’on rec¸oit (apre`s un quart d’heure de calcul environ) de´pendent de l’ordre
monomial choisi ; ils comprennent d’autres relations superflues, i.e. de´duites des neuf fondamen-
tales que nous listons, parce que le logiciel doit effectuer algorithmiquement l’ope´ration dite “S-
polynoˆme” sur tous les couples d’identite´s, suivie d’une division par les e´le´ments pre´sents, afin de
comple´ter le calcul d’une base de Gro¨bner re´duite. L’auteur remercie Erwan Rousseau de lui avoir
communique´ cette liste, ainsi que l’invariant M8.
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[
0
7
≡ f ′1Λ
3M8 − Λ51 Λ
7
1,2 + Λ
5
2 Λ
7
1,1,
0
8
≡ f ′2Λ
3M8 − Λ51 Λ
7
2,2 + Λ
5
2 Λ
7
1,2,[
0
9
≡ 5Λ3 Λ3M8 − Λ72,2Λ
7
1,1 + Λ
7
1,2Λ
7
1,2.
Dans le cas des jets d’ordre κ = 3, seule la premie`re relation est pre´sente ; l’ide´al
des relations est principal et il constitue per se la base de Gro¨bner ade´quate.
Question. Comment retrouver et pre´voir l’existence de toutes ces relations ?
Indication de re´ponse. Au niveau κ = 4, une seule identite´ de Jacobi peut eˆtre
forme´e et elle donne la relation de´ja` connue Λ71,2 = Λ72,1, qui est cependant triv-
iale par rapport aux neufs identite´s liste´es ci-dessus. Mais en de´chiffrant ces neuf
e´quations, ou bien en observant que les deux familles d’identite´s qui sont satisfaites
dans les alge`bres plu¨ckeriennes et que nous avons de´ja` utilise´es syste´matiquement
pour normaliser l’expression de´finitive de nos crochets, doivent ne´cessairement et
naturellement “emboıˆter notre pas” lorsque nous formons tous les de´terminants 2×2
de la matrice ∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 f ′2 3Λ3 5Λ51 5Λ52Df ′1 Df ′2 DΛ3 DΛ51 DΛ52
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
nous devinons5, ou nous constatons, que le lemme ge´ne´ral suivant est vrai.
Lemme Pour tout quadruplet
(
P, Q, R, S
)
d’invariants de poids m,n, o, p, les
deux identite´s suivantes de type plu¨cke´rien sont satisfaites :
0 ≡ mP
[
Q, R
]
+ oR
[
P, Q
]
+ nQ
[
R, P
]
, (Plck1)
0 ≡
[
P, Q
]
·
[
R, S
]
+
[
S, P
]
·
[
R, Q
]
+
[
Q, S
]
·
[
R, P
]
. (Plck2)
Preuve. Si en effet nous de´veloppons les deux derniers crochets :
oR
(
nDP · Q−mP · DQ
)
+ nQ
(
mDR · P− oR · DP
)
,
les deux termes extreˆmes s’annihilent, tandis que les deux termes centraux :
−omR · P · DQ+ nmQ · DR · P ≡ −mP
[
Q, R
]
reconstituent l’oppose´ du premier terme de la premie`re identite´ (Plck1). La seconde
(Plck2) n’est qu’une reformulation de la relation plu¨ckerienne fondamentale qui
est satisfaite par les six mineurs 2 × 2 d’une matrice de taille 2 × 4. On la ve´rifie
en de´veloppant les trois produits de de´terminants 2 × 2, ce qui produit 12 termes
constitue´s de 6 couples s’annihilant. 
5 L’auteur a d’abord devine´ et reconstitue´ les relations ge´ne´rales qui sous-tendent les neufs iden-
tite´s pre´ce´dentes avant d’arranger synoptiquement la formation de nouveaux invariants par simple
calcul de mineurs 2× 2.
884 Joe¨l Merker
Reconstitution des 9 syzygies. Il est tre`s remarquable que les identite´s (Plck1)
permettent de reconstituer les huit premie`res (parmi neuf) des identite´s liste´es (voir
ci-dessous), et que la neuvie`me identite´ “ 9≡” puisse eˆtre obtenue comme l’une des
identite´s (Plck2).
En effet, au niveau pre´ce´dent κ = 3, nous avions cinq polynoˆmes invariants
fondamentaux : (
f ′1 f
′
2 Λ
3 Λ51 Λ
5
2
)
.
Par conse´quent, le nombre d’identite´s fondamentales (Plck1) possibles est e´gal a`
C35 = 10, et nous les e´crivons dans l’ordre suivant :
0
a
≡ f ′1
[
f ′2, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
f ′1, f
′
2
]
+ f ′2
[
Λ3, f ′1
]
,
0
b
≡ f ′1
[
f ′2, Λ
5
1
]
+ 5Λ51
[
f ′1, f
′
2
]
+ f ′2
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
c
≡ f ′1
[
f ′2, Λ
5
2
]
+ 5Λ52
[
f ′1, f
′
2
]
+ f ′2
[
Λ52, f
′
1
]
,
0
d
≡ f ′1
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
f ′1, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
e
≡ f ′1
[
Λ3, Λ52
]
+ 5Λ52
[
f ′1, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ52, f
′
1
]
,
0
f
≡ f ′1
[
Λ51, Λ
5
2
]
+ 5Λ52
[
f ′1, Λ
5
1
]
+ 5Λ51
[
Λ52, f
′
1
]
,
0
g
≡ f ′2
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
f ′2, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ51, f
′
2
]
,
0
h
≡ f ′2
[
Λ3, Λ52
]
+ 5Λ52
[
f ′2, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ52, f
′
2
]
,
0
i
≡ f ′2
[
Λ51, Λ
5
2
]
+ 5Λ52
[
f ′2, Λ
5
1
]
+ 5Λ51
[
Λ52, f
′
2
]
,
0
j
≡ 3Λ3
[
Λ51, Λ
5
2
]
+ 5Λ52
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
Λ52, Λ
3
]
.
De meˆme, le nombre d’identite´s plu¨ckeriennes (Plck2) possibles est e´gal au nombre
C45 = 5 :
0
k
≡
[
f ′1, f
′
2
]
·
[
Λ3, Λ51
]
+
[
Λ51, f
′
1
]
·
[
Λ3, f ′2
]
+
[
f ′2, Λ
5
1
]
·
[
Λ3, f ′1
]
,
0
l
≡
[
f ′1, f
′
2
]
·
[
Λ3, Λ51
]
+
[
Λ52, f
′
1
]
·
[
Λ3, f ′2
]
+
[
f ′2, Λ
5
2
]
·
[
Λ3, f ′1
]
,
0
m
≡
[
f ′1, f
′
2
]
·
[
Λ51, Λ
5
2
]
+
[
Λ52, f
′
1
]
·
[
Λ51, f
′
2
]
+
[
f ′2, Λ
5
2
]
·
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
n
≡
[
f ′1, Λ
3
]
·
[
Λ51, Λ
5
2
]
+
[
Λ52, f
′
1
]
·
[
Λ51, Λ
3
]
+
[
Λ3, Λ52
]
·
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
o
≡
[
f ′2, Λ
3
]
·
[
Λ51, Λ
5
2
]
+
[
Λ52, f
′
1
]
·
[
Λ51, Λ
3
]
+
[
Λ3, Λ52
]
·
[
Λ51, f
′
2
]
.
`A pre´sent, nous pouvons re´e´crire tous ces crochets bruts en utilisant les notations
que nous avons introduites pour de´signer nos neuf invariants, tout d’abord dans les
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dix identite´s (Plck1) :
0
a
≡ −f ′1 Λ
5
2 − 3Λ
3Λ3 + f ′2 Λ
5
1,
0
b
≡ −f ′1 Λ
7
1,2 − 5Λ
3Λ51 + f
′
2 Λ
7
1,1,
0
c
≡ −f ′1 Λ
7
2,2 − 5Λ
3Λ52 + f
′
2 Λ
7
2,1,
0
d
≡ −f ′1f
′
1M
8 − 5Λ51Λ
5
1 + 3Λ
3Λ71,1,
0
e
≡ −f ′1f
′
2M
8 − 5Λ51Λ
5
2 + 3Λ
3Λ72,1,
0
f
≡ −5 f ′1 Λ
3M8 − 5Λ52 Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1Λ
7
2,1,
0
g
≡ −f ′2f
′
1M
8 − 5Λ52Λ
5
1 + 3Λ
3Λ71,2,
0
h
≡ −f ′2f
′
2M
8 − 5Λ52Λ
5
2 + 3Λ
3Λ72,2,
0
i
≡ −5 f ′2 Λ
3M8 − 5Λ52 Λ
7
1,2 + 5Λ
5
1Λ
7
2,2,
0
j
≡ −3Λ3Λ3M8 − Λ52 f
′
1M
8 + Λ51 f
′
2M
8 ;
et ensuite dans les cinq identite´s (Plck2) :
0
k
≡ Λ3 f ′1M
8 + Λ71,1 Λ
5
2 − Λ
7
1,2Λ
5
1,
0
l
≡ Λ3 f ′2M
8 + Λ72,1 Λ
5
2 − Λ
7
2,2Λ
5
1,
0
m
≡ 5Λ3Λ3M8 + Λ72,1 Λ
7
1,2 − Λ
7
2,2Λ
7
1,1,
0
n
≡ 5Λ51Λ
3M8 + Λ72,1 f
′
1M
8 − Λ71,1 f
′
2M
8,
0
o
≡ 5Λ52Λ
3M8 + Λ72,2 f
′
1M
8 − f ′2 Λ
7
1,2M
8.
Ici, en admettant bien sr que Λ1,2 = Λ2,1, on constate que :
• “
a
≡” fournit “ 1≡” ;
• “
b
≡” fournit “ 2≡” ;
• “
c
≡” fournit “ 3≡” ;
• “
d
≡” fournit “ 4≡” ;
• “
e
≡” fournit “ 5≡” ;
• “
f
≡” fournit “ 7≡” ;
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• “
g
≡” est redondant avec “ e≡” ;
• “
h
≡” fournit “ 6≡” ;
• “
i
≡” fournit “ 8≡” ;
• “
j
≡” redouble “ 1≡” en la multipliant par M8 ;
• “
k
≡” redouble “
f
≡” ;
• “
l
≡” redouble “ i≡” ;
• “
m
≡” fournit la dernie`re identite´ manquante “ 9≡” ;
• “
n
≡” redouble “ b≡” en la multipliant par M8 ;
• “
o
≡” redouble “ c≡” en la multipliant par M8.
Conclusion. Toutes les identite´s alge´briques entre les invariants fondamentaux que
nous avons trouve´es a` l’aide de Maple pour les niveaux κ = 3 et κ = 4 peuvent en
fait eˆtre obtenues me´caniquement graˆce aux trois familles fondamentales de syzy-
gies :
(J ac) : 0 ≡
[[
P, Q
]
, R
]
+
[[
R, P
]
, Q
]
+
[[
Q, R
]
, P
]
,
(RF) : 0 ≡ mP
[
Q, R
]
+ oR
[
P, Q
]
+ nQ
[
R, P
]
,
(Plck) : 0 ≡
[
P, Q
]
·
[
R, S
]
+
[
S, P
]
·
[
R, Q
]
+
[
Q, S
]
·
[
R, P
] .
Gene`se des syzygies. Crucialement, il semblerait que l’on puisse engendrer toutes
les relations entre tous les polynoˆmes invariants que l’on construit re´cursivement
par crochets, juste en de´veloppant par re´currence toutes les identite´s (J ac), (Plck1)
et (Plck2) possibles lorsqu’on passe d’un e´tage de jets λ a` l’e´tage supe´rieur λ + 1.
Cette ide´e conjecturale est renforce´e par le fait que dans la the´orie classique des
invariants, il existe aussi trois proce´de´s automatiques qui engendrent l’ide´al des
relations entre les invariants, et on de´montre rigoureusement ([4]) que tel est bien
le cas, sans toutefois poursuivre l’e´tude plus avant, afin de trouver des bases de
Gro¨bner signifiantes d’un point combinatoire, ou afin de de´voiler des harmonies
formelles encore inconnues qui montreraient explicitement en quoi l’alge`bre des
invariants est de Cohen-Macaulay, ce qui est toujours le cas pour un groupe re´ductif
([4]).
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§6. De´composition en repre´sentations de Schur
Motivation. La cohomologie des fibre´s de Schur sur une varie´te´ projective lisse
e´tant connue (cf. e.g. [5] et voir la Section 8 ci-dessous), nous cherchons main-
tenant a` de´composer en repre´sentations irre´ductibles de Schur les gradue´s de poids
m de nos deux alge`bres d’invariants DS42 et DS52.
Action line´aire diagonale sur les jets. `A cette fin, sur l’espace des jets d’ordre
κ en dimension deux muni des coordonne´es
(
f ′1, f
′
2, . . . , f
(λ)
1 , f
(λ)
2 , . . . , f
(κ)
1 , f
(κ)
2
)
,
conside´rons (cf. [5]) l’action du groupe line´aire a` deux dimensions GL2(C) —
constitue´ des matrices 2× 2 de la forme
W :=
(
t v
u w
)
,
ou` t, u, v, w ∈ C satisfont tw − uv 6= 0 — qui est de´finie diagonalement par la
meˆme transformation e´vidente sur chaque e´tage de jets :
w · f (λ)1 := t f
(λ)
1 + v f
(λ)
2 ,
w · f (λ)2 := u f
(λ)
1 + w f
(λ)
2 ,
pour tout λ tel que 1 6 λ 6 κ.
De´compositions de Schur. La the´orie classique des repre´sentations du groupe
line´aire permet alors de de´composer toute repre´sentation de GL2(C) comme somme
directe de repre´sentations d’un certain type, dites de Schur, que l’on repe`re facile-
ment en recherchant tous les vecteurs qui sont invariants par un certain sous-groupe
de GL2(C). ´Enonc¸ons ce que la the´orie ge´ne´rale donne dans le cas qui nous inte´resse.
De´finition. Un polynoˆme invariant par reparame´trisation P
(
jκf
)
est appele´ bi-
invariant s’il est un vecteur de plus haut poids pour cette repre´sentation, c’est-a`-dire
s’il est invariant par l’action du sous-groupe unipotent U2(C) constitue´ des matrices
de la forme :
U :=
(
1 0
u 1
)
.
Autrement dit, un invariant simple P satisfait P
(
jκ(f ◦ φ)
)
= (φ′)m P
(
(jκf) ◦ φ
)
pour un certain m > 1 et c’est un bi-invariant si l’on a de plus :
P2×inv
(
U · jκf
)
= P2×inv
(
jκf
)
,
pour toute matrice unipotente U ∈ U2(C).
Exemples. Puisque l’on a trivialement U · f ′1 = f ′1 et U · f ′′1 = f ′′1 , et aussi :
U ·∆α,β =
∣∣∣∣∣ f (α)1 f (α)2 + u f (α)1f (β)1 f (β)2 + u f (β)1
∣∣∣∣∣ = ∆α,β,
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nous voyons imme´diatement que f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1 et M8 sont des bi-invariants (au
nombre de cinq), tandis que les quatre invariants restants, a` savoir f ′2, Λ52, Λ71,2 et
Λ72,2 ne sont pas bi-invariants.
Repe´rage des repre´sentations de Schur. D’apre`s la the´orie ge´ne´rale, a` tout vecteur
P2×inv de plus haut poids correspond alors une et une seule repre´sentation de Schur
Γ(l1,l2), ou` les deux entiers l1 et l2 satisfaisant l1 > l2 sont aise´ment repe´re´s comme
e´tant les exposants des deux e´le´ments diagonaux qui apparaissent dans la valeur
propre
t · P2×inv =
(
t 0
0 w
)
· P2×inv = tl1 wl2 P2×inv
dont jouit le bi-invariant — qui est ne´cessairement vecteur propre — par rapport au
sous-groupe des matrices 2×2 diagonales. Tre`s concre`tement, l’entier l1 compte le
nombre total d’indices infe´rieurs “(·)1” qui interviennent dans chaque monoˆme du
bi-invariant en question, et de meˆme, l’entier l2 compte le nombre d’indices “(·)2”,
et puisque chaque ∆α,β contribue pour exactement un indice “(·)1” et un indice
“(·)2”, il est imme´diatement clair que nous avons la correspondance suivante entre
bi-invariants et repre´sentations de Schur :
f ′1 ←→ Γ
(1,0), Λ3 ←→ Γ(1,1),
Λ51 ←→ Γ
(2,1), Λ71,1 ←→ Γ
(3,1), M8 ←→ Γ(2,2).
Fait d’expe´rience. La de´termination directe des bi-invariants en dimension ν = 2
pour les jets d’ordre κ = 4 ou κ = 5 est beaucoup moins coteuse en calcul que
la de´termination de la totalite´ des invariants par reparame´trisation. Voici en effet le
premier de nos deux re´sultats principaux.
The´ore`me Pour les jets d’ordre 4 en dimension 2, tout bi-invariant de poids m,
P2×inv
(
j4f1, j
4f2
)
, s’e´crit sous forme unique :
P2×inv
(
j4f
)
= Q2×inv
(
f ′1,Λ
3,Λ71,1,M
8
)
+ Λ51R
2×inv
(
f ′1,Λ
3,Λ71,1,M
8
)
,
ou`Q2×inv etR2×inv sont deux polynoˆmes absolument arbitraires en leurs arguments
qui sont de poids m et de poidsm−5, respectivement. De plus, l’ide´al des relations
entre les cinq bi-invariants fondamentaux :(
f ′1 Λ
3 Λ51 Λ
7
1,1 M
8
)
,
est principal, et pour pre´ciser, il est engendre´ par l’unique6 relation :
0 ≡ f ′1f
′
1M
8 − 3Λ3Λ71,1 + 5Λ
5
1Λ
5
1.
6 Ce fait a e´te´ confirme´ par un calcul de l’ide´al des relations sur Maple.
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Par conse´quent, une base de l’espace vectoriel des polynoˆmes de poids m invari-
ant par reparame´trisation et par rapport a` l’action de U2(C) est constitue´e de
l’ensemble des monoˆmes :
(f ′1)
α
(
Λ3
)β (
Λ71,1
)γ (
M8
)δ
, avec α + 3β + 7γ + 8δ = m, et :
Λ51 (f
′
1)
α
(
Λ3
)β (
Λ71,1
)γ (
M8
)δ
, avec α + 3β + 7γ + 8δ = m− 5,
et chacun de ces deux monoˆmes correspond respectivement aux deux repre´senta-
tions de Schur :
Γα+β+3γ+2δ, β+γ+2δ et Γ2+α+β+3γ+2δ, 1+β+γ+2δ.
Conse´quences. Avant d’entreprendre la de´monstration de ce premier the´ore`me,
notons que l’alge`bre comple`te DS42 des invariants par reparame´trisation s’obtient
maintenant facilement en regardant l’orbite, par l’action du groupe completGL2(C),
de chacun de nos cinq bi-invariants ; on constate d’ailleurs qu’il suffit de conside´rer
l’action des matrices de la forme
V :=
(
1 v
0 1
)
,
qui nous fournissent imme´diatement :
V · f ′1 = f
′
1 + v f
′
2, V · Λ
5
1 = Λ
5
1 + vΛ
5
2,
V · Λ71,1 = Λ
7
1,1 + 2vΛ
7
1,2 + v
2 Λ72,2,
et de cette manie`re, non seulement nous engendrons facilement les quatre invari-
ants fondamentaux non bi-invariants que nous connaissions de´ja`, mais encore — et
c’est la` qu’apparaıˆt une strate´gie crucialement simplifie´e que nous re´-exploiterons
ulte´rieurement pour l’e´tude deDS52 —, nous de´duisons que l’orbite des polynoˆmes
arbitraires en
(
f ′1, Λ
3, Λ51, Λ
7
1,1, M
8
)
est juste constitue´e des polynoˆmes en les neuf
invariants par reparame´trisation que nous avions engendre´s en calculant me´thodi-
quement des crochets.
Corollaire Pour les jets d’ordre quatre en dimension deux, l’alge`bre DS42 des
polynoˆmes invariants par reparame´trisation est polynomialement engendre´e par
les neuf invariants fondamentaux (f ′1, f ′2, Λ3, Λ51, Λ52, Λ71,1, Λ71,2, Λ72,2, M8).
Restrictions. Toutefois, cette manie`re e´conomique de proce´der — e´tude exclu-
sive et exhaustive des bi-invariants suivie de la de´duction raccourcie d’une descrip-
tion partielle de l’alge`bre comple`te des invariants — ne fournit pas de description
pre´cise de DS42, c’est-a`-dire notamment qu’elle ne fournit pas une e´criture unique,
en tenant compte des 9 syzygies fondamentales, de tout polynoˆme ge´ne´ral de la
forme :
P
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ51, Λ
5
2, Λ
7
1,1, Λ
7
1,2, Λ
7
2,2, M
8
)
,
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et qui plus est, il serait impossible d’obtenir un tel re´sultat complet, et ce pour
une raison profonde, a` savoir que l’orbite par GL2(C) de l’unique syzygie existant
entre les bi-invariants ne couvre pas l’ensemble des neuf syzygies fondamentales
qui existent entre les invariants complets.
Heureusement, puisque seule la de´composition en repre´sentations irre´ductibles
de Schur pre´sente un ve´ritable sens alge´brique, et aussi, puisque nous aurons seule-
ment besoin de cette de´composition pour conduire nos calculs de caracte´ristique
d’Euler dans la Section 8, il est en ve´rite´ essentiellement inutile de poursuivre
plus avant l’e´tude de DS42. Nous confierons quand meˆme au lecteur de´sireux de
s’exercer a` maıˆtriser les bases de Gro¨bner le soin d’e´tablir l’e´nonce´ suivant, ou
d’autres e´nonce´s analogues qu’il pourrait formuler en choisissant a` sa guise des
ordres monomiaux diffe´rents.
Proposition Tout polynoˆme en les neuf invariants fondamentaux s’e´crit de manie`re
unique comme suit :
P
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
+ Λ3Q
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
+
+ Λ51R
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
+ Λ52 S
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
+
+ Λ71,2 T
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
+ Λ3Λ71,2 U
(
f ′1, f
′
2, Λ
3, Λ71,1, Λ
7
2,2
)
,
ou` P , Q, R, S, T et U sont des polynoˆmes arbitraires en leurs arguments.
De´monstration du premier the´ore`me. Par de´finition de l’invariance par reparame´-
trisation d’un polynoˆme P = P
(
j4f) de poids m, on a :
P
(
j4(f ◦ φ)
)
= φ′
m
P
(
(j4f) ◦ φ
)
,
pour tout biholomorphisme local φ de C. En suivant une astuce de [5], nous allons
appliquer cette formule a` φ := f−11 en supposant l’inversibilite´, d’ou` φ′ = 1f ′1 ◦ f
−1
1 .
On a tout d’abord trivialement
(
f1 ◦ f
−1
1
)′
= Id, d’ou`
(
f1 ◦ f
−1
1
)(λ)
= 0 pour
tout λ > 2 puis, par des calculs directs dont la teneur est de´ja` e´lucide´e par notre
connaissance pre´alable des invariants Λ3, Λ51 et Λ71,1 :
(
f2 ◦ f
−1
1
)′
=
f ′2
f ′1
◦ f−11 ,(
f2 ◦ f
−1
1
)′′
=
Λ3
(f ′1)
3
◦ f−11 ,(
f2 ◦ f
−1
1
)′′′
=
Λ51
(f ′1)
5
◦ f−11 ,(
f2 ◦ f
−1
1
)′′′′
=
Λ71,1
(f ′1)
7
◦ f−11 .
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Par conse´quent, tout polynoˆme P(j4f) invariant par reparame´trisation satisfait :
P
(
1,
f ′2
f ′1
, 0,
Λ3
(f ′1)
3
, 0,
Λ51
(f ′1)
5
, 0,
Λ71,1
(f ′1)
7
)
◦ f−11 =
( 1
f ′1
◦ f−11
)m
P
(
(j4f ◦ f−11 )
)
.
Recomposons imme´diatement avec f1 pour faire disparaıˆtre f−11 . Si ensuite nous
e´crivons le polynoˆme de de´part P = P
(
j4f
)
sous la forme ge´ne´rale suivante :∑
a1+a2+2b1+2b2+···+4d2=m
pa1a2···d2 · (f
′
1)
a1(f ′2)
a2(f ′′1 )
b1(f ′′2 )
b2(f ′′′1 )
c1(f ′′′2 )
c2(f ′′′′1 )
d1(f ′′′′2 )
d2 ,
avec des coefficients pa1a2···d2 ∈ C, l’identite´ obtenue a` l’instant nous permet alors
d’obtenir une repre´sentation ge´ne´rale de P :
P
(
j4f
)
= (f ′1)
m P
(
1,
f ′2
f ′1
, 0,
Λ3
(f ′1)
3
, 0,
Λ51
(f ′1)
5
, 0,
Λ71,1
(f ′1)
7
)
= (f ′1)
m
∑
a1+a2+2b2+3c2+4d2=m
pa1a20b20c20d2
1a1(f ′2)
a2
(
Λ3
)b2(Λ51)c2(Λ71,1)d2
(f ′1)
a2+3b2+5c2+7d2
∈ C
[
f ′1, f
′
2,Λ
3,Λ51,Λ
7
1,1
][ 1
f ′1
]
,
qui est presque polynomiale, a` ceci pre`s qu’on s’autorise a` diviser par f ′1. Calculons
alors l’ordre maximal en 1
f ′1
de cette expression rationnelle :
max
a1+a2+2b2+3c2+4d2=m
(
a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 −m
)
= max
a2+2b2+3c2+4d2=m
(
b2 + 2c2 + 3d2
)
=
1
2
· max
2b2+3c2+4d2=m
(
2b2 + 4c2 + 6d2
)
=
m
2
+
1
2
· max
3c2+4d2=m
(
c2 + 2d2
)
=
3
4
m.
Ainsi, tout polynoˆme P
(
j4f
)
∈ DS42,m est de la forme :∑
− 3
4
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
f ′2,Λ
3,Λ51,Λ
7
1,1
)
.
Cependant, toutes les expressions rationnelles de cette forme ne conviennent pas :
Λ3 Λ3
f ′1f
′
1
avec m = 4 ne se simplifie pas pour produire un vrai polynoˆme appartenant
DS42,m, bien que cette expression rationnelle soit invariante par reparame´trisation.
Toutefois, l’e´nonce´ suivant, que nous transfe´rons directement aux jets d’ordre quel-
conque, est clair.
Lemme Tout polynoˆme P
(
jκf) en le jet strict
jκf :=
(
f ′1, f
′
2, f
′′
1 , f
′′
2 , . . . . . . , f
(κ)
1 , f
(κ)
2
)
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d’ordre κ > 1 d’une application holomorphe locale f = (f1, f2) : C → C2 qui est
invariant par reparame´trisation, i.e. qui appartient a` DSκ2,m, peut eˆtre repre´sente´
sous la forme :
P
(
jκf) =
∑
−κ−1
κ
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
f ′2,Λ
3,Λ51,Λ
7
1,1,Λ
9
1,1,1, . . . ,Λ
2κ−1
1,...,1
)
,
avec certains polynoˆmes Pa de poids m − a. Re´ciproquement, toute expression
rationnelle de cette forme qui s’ave`re eˆtre polynomiale en jκf quand on simplifie
nume´rateur et de´nominateur appartient a` DSκ2,m. 
Ici, on conside`re comme pre´ce´demment Λ91,1,1 :=
[
Λ71,1, f
′
1
]
, et on introduit
ge´ne´ralement par re´currence Λ2λ−11,...,1,1 :=
[
Λ2λ−31,...,1, f
′
1
]
pour 3 6 λ 6 κ.
De´crivons maintenant les polynoˆmesP = P
(
jκf
)
deDSκ2,m e´crits sous une telle
forme rationnelle qui sont invariants par l’action de U2(C). Par de´finition, U ·P = P,
i.e. explicitement :
P
(
f ′1, f
′
2 + u f
′
1, f
′′
1 , f
′′
2 + u f
′′
1 , . . . , f
(κ)
1 , f
(κ)
2 + u f
(κ)
1
)
= P
(
jκf
)
,
pour tout u ∈ C. De manie`re e´quivalente,
d
du
P
(
f ′1, f
′
2 + u f
′
1, f
′′
1 , f
′′
2 + u f
′′
1 , . . . , f
(κ)
1 , f
(κ)
2 + u f
(κ)
1
)
≡ 0,
ce qui revient a` dire que P est annule´ identiquement par le champ de vecteurs
U := f ′1
∂
∂f ′2
+ f ′′1
∂
∂f ′′2
+ · · ·+ f (κ)1
∂
∂f
(κ)
2
,
i.e. que l’on a : 0 ≡ U P. On constate ensuite imme´diatement que :
U ·∆α,β = f (α)1
(
f
(β)
2 + u f
(β)
1
)
− f (β)1
(
f
(α)
2 + u f
(α)
1
)
= ∆α,β,
i.e. : 0 ≡ U ∆α,β, d’ou` nous de´duisons :
U · Λ3 = Λ3, U · Λ51 = Λ
5
1, U · Λ
7
1,1 = Λ
7
1,1, U · Λ
9
1,1,1 = Λ
7
1,1, etc.
En appliquant donc cette de´rivation U a` la repre´sentation rationnelle d’un polynoˆme
quelconque P
(
jκf
)
∈ DSκ2,m obtenue a` l’instant, nous voyons que l’e´quation 0 ≡
U P est satisfaite si et seulement si chaque Pa est inde´pendant de f ′2. Nous pouvons
donc re´sumer comme suit le re´sultat obtenu.
Lemme Tout polynoˆme P2×inv
(
jκf) qui est invariant par reparame´trisation et qui
est invariant par rapport a` l’action unipotente de U2(C) peut eˆtre repre´sente´ sous
la forme :
P2×inv
(
jκf) =
∑
−κ−1
κ
m6a6m
(f ′1)
aP2×inva
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,Λ
9
1,1,1, . . . ,Λ
2κ−1
1,...,1
)
,
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avec certains polynoˆmes P2×inva de poids m− a. Re´ciproquement, toute expression
rationnelle de cette forme, si elle s’ave`re eˆtre polynomiale en jκf quand on simplifie
nume´rateur et de´nominateur, appartient ne´cessairement a`DSκ2,m et constitue un bi-
invariant ve´ritable. 
En revenant a` pre´sent aux jets d’ordre 4, utilisons la relation
0 ≡ f ′1f
′
1M
8 − 3Λ3Λ71,1 + 5Λ
5
1Λ
5
1
pour e´liminer toutes les puissances de Λ51 qui sont supe´rieures ou e´gales a` 2 dans
chaque polynoˆmeP2×inva et re´organisons le tout en puissances de f ′1. Nous obtenons
ainsi une nouvelle repre´sentation :
P2×inv
(
j4f
)
=
∑
− 3
4
m6a6m
(f ′1)
a
[
Q2×inva
(
Λ3,Λ71,1,M
8) + Λ51R
2×inv
a
(
Λ3,Λ71,1,M
8)
]
,
avec certains polynoˆmesQ2×inva de poids m− a et R2×inva de poids m− 5− a.
Maintenant, c’est un fait remarquable qu’une telle repre´sentation (dans laque-
lle on a tenu compte de l’ide´al des relations entre f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1 et M8
)
doit
ne´cessairement ne faire apparaıˆtre que des puissances positives de f ′1, et donc eˆtre
automatiquement polynomiale : nous l’affirmons.
En effet, si tel n’e´tait pas le cas, en prenant pour a l’exposant le plus ne´gatif tel
queP2×inva +Λ51R2×inva 6≡ 0 et en chassant le de´nominateur 1(f ′1)−a , nous obtiendrions
une e´quation de la forme
Q2×inva
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
+ Λ51R
2×inv
a
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
= O(f ′1),
qui s’annulerait lorsque f ′1 est e´gale´ a` ze´ro, circonstance qui est exclue par le lemme
suivant.
Lemme ´Etant donne´ deux polynoˆmes quelconques Q et R de trois variables com-
plexes, l’identite´ :
0 ≡ Q
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
+ Λ51R
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)∣∣∣
f ′1=0
est identiquement satisfaite dans C[f ′2, f ′′1 , f ′′2 , f ′′′1 , f ′′′1 , f ′′′′1 , f ′′′′2 ], lorsque f ′1 est e´ga-
le´ a` ze´ro, si et seulement si Q et R sont identiquement nuls.
Preuve. De´veloppons en effet tout d’abord cette identite´ suivant les puissances de
M8 :
0 ≡
∑
k>0
(
M8
)k[
Qk
(
Λ3,Λ71,1
)
+ Λ51Rk
(
Λ3,Λ71,1
)]∣∣∣
f ′1=0
,
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la somme e´tant bien entendu finie. Lorsque f ′1 = 0, les expressions :
Λ3
∣∣
f ′1=0
= −f ′′1 f
′
2,
Λ51
∣∣
f ′1=0
= 3(f ′′1 f
′
2)f
′′
1 ,
Λ71,1
∣∣
f ′1=0
= −15 (f ′′1 f
′
2)f
′′
1 f
′′
1 ,
M8
∣∣
f ′1=0
= 3(f ′′′′1 f
′
2)(f
′′
1 f
′
2)− 12(f
′′′
1 f
′′
2 − f
′′
1 f
′′′
2 )(f
′′
1 f
′
2)− 5(f
′′′
1 f
′
2)(f
′′′
1 f
′
2).
montrent queM8
∣∣
f ′1=0
est alge´briquement inde´pendant des trois polynoˆmesΛ3
∣∣
f ′1=0
,
Λ51
∣∣
f ′1=0
, Λ71,1
∣∣
f ′1=0
. Nous en de´duisons que
0 ≡ Qk
(
Λ3, Λ71,1
)
+ Λ51Rk
(
Λ3, Λ71,1
)∣∣∣
f ′1=0
pour tout k. L’e´nonce´ suivant permet alors de conclure. 
Lemme L’identite´ polynomiale :
0 ≡ S
(
Λ3, Λ71,1
)
+ Λ51 T
(
Λ3, Λ71,1
)∣∣∣
f ′1=0
est satisfaite si et seulement si S = T = 0.
Preuve. Pour simplifier, introduisons les deux variables alge´briquement inde´pen-
dantes x := −f ′′1 f ′2 et y := f ′′1 , de telle sorte que
Λ3
∣∣
f ′1=0
= x, Λ51
∣∣
f ′1=0
= 3 yx, Λ71,1
∣∣
f ′1=0
= 15 y2x.
En de´veloppant S et T en se´rie de monoˆmes et en regroupant les termes selon les
puissances de y, on obtient une identite´ :
0 ≡
∑
l y
2l
(∑
k 15
l skl x
k+l
)
+ 3
∑
l y
2l+1
(∑
k 15
l tkl x
k+l+1
)
qui se de´ploie ne´cessairement en deux collections d’identite´s :
0 ≡
∑
k 15
l skl x
k+l et 0 ≡
∑
k 15
l tkl x
k+l+1
indexe´es par l, lesquelles impliquent enfin manifestement l’annulation de tous les
coefficients skl et tkl. 
Ainsi le lemme implique que Q2×inva + Λ51R2×inva ≡ 0, contradiction. Donc en
conclusion, l’expression obtenue :
P2×inv
(
j4f
)
=
∑
06a6m
(f ′1)
m
[
Q2×inva
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
+ Λ51R
2×inv
a
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)]
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ne fait intervenir que des puissances positives de f ′1 : c’est donc un vrai polynoˆme,
et tout polynoˆme de cette sorte est manifestement invariant par reparame´trisation et
par rapport a` l’action de U2(C). Le the´ore`me est de´montre´. 
Remarque sur le degre´ de transcendance. Observons au passage que les quatre
polynoˆmes fondamentaux f ′1, Λ3, Λ71,1 et M8, dont les puissances apparaissent de
manie`re quelconque dans P2×inv
(
j4f
)
, sont en fait alge´briquement inde´pendants
(heureusement!). En effet, en partant des expressions comple`tes :
f ′1 = f
′
1
Λ3 = ∆1,2
Λ71,1 = ∆
1,4 f ′1f
′
1 + 4∆
2,3 f ′1f
′
1 − 10∆
1,3 f ′1f
′′
1 + 15∆
1,2 f ′′1 f
′′
1
M8 = 3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3,
si nous introduisons la combinaison alge´brique :
M˜8 :=M8 − 3
Λ71,1Λ
3
f ′1f
′
1
= − 5∆1,3∆1,3 + 30∆1,3∆1,2
f ′′1
f ′1
− 45∆1,2∆1,2
f ′′1
f ′1
f ′′1
f ′1
,
nous voyons imme´diatement que f ′1, Λ3, Λ71,1 et M˜8 sont alge´briquement inde´pen-
dants, puisque leur expression, de type triangulaire dans les variables de jets, fait
successivement apparaıˆtre f ′1, f ′′1 , f ′′′1 et f ′′′′1 .
Lemme Au dessus de C
[
f ′1, f
′
2, f
′′
1 , f
′′
2 , f
′′′
1 , f
′′′
2 , f
′′′′
1 , f
′′′′
2
]
, le degre´ de transcendance
du corps engendre´ par les cinq bi-invariants f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1 et M8 est e´gal a` 4,
tandis que celui du corps engendre´ par les neuf invariants f ′1, f ′2, Λ3, Λ51, Λ52, Λ71,1,
Λ71,2, Λ
7
2,2 et M
8 est e´gal a` 5.
§7. Jets d’ordre 5 en dimension 2
Ide´al des relations. Nous pouvons donc maintenant poursuivre notre e´tude des
polynoˆmes invariants par reparame´trisation au niveau des jets d’ordre κ = 5. `A cet
e´tage, parmi les ving-cinq invariants que nous avons calcule´s et normalise´s dans la
Section 4, onze d’entre eux sont bi-invariants de manie`re e´vidente, a` savoir ceux
qui ne comportent que des “(·)1” en indice infe´rieur :
f ′1, Λ
3, Λ51, Λ
7
1,1, M
8, Λ91,1,1, M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1.
Sachant que nous avons de´ja` syste´matiquement tenu compte de l’identite´ de Jacobi
toutes les fois qu’elle nous permettait de re´duire le nombre d’invariants inde´pendants
qui doivent eˆtre envisage´s, l’ide´al des relations qui existe entre nos bi-invariants
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est alors maintenant construit en e´crivant me´thodiquement les C35 = 10 relations
(Plck1) que l’on peut former en se´lectionnant trois colonnes abitraires de la ma-
trice : ∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′1 3Λ3 5Λ51 7Λ51,1 8M8Df ′1 DΛ3 DΛ51 DΛ71,1 DM8
∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
et aussi les C45 = 5 relations (Plck2) du deuxie`me type associe´es a` chaque choix de
quatre colonnes de cette meˆme matrice, ce qui nous donne :
0
8
≡ f ′1
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
f ′1, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
10
≡ f ′1
[
Λ3, Λ71,1
]
+ 7Λ71,1
[
f ′1, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
Λ71,1, f
′
1
]
,
0
13
≡ f ′1
[
Λ3, M8
]
+ 8M8
[
f ′1, Λ
3
]
+ 3Λ3
[
M8, f ′1
]
,
0
15
≡ f ′1
[
Λ51, Λ
7
1,1
]
+ 7Λ71,1
[
f ′1, Λ
5
1
]
+ 5Λ51
[
Λ71,1, f
′
1
]
,
0
18
≡ f ′1
[
Λ51, M
8
]
+ 8M8
[
f ′1, Λ
5
1
]
+ 5Λ51
[
M8, f ′1
]
,
0
25
≡ f ′1
[
Λ71,1, M
8
]
+ 8M8
[
f ′1, Λ
7
1,1
]
+ 7Λ71,1
[
M8, f ′1
]
,
0
51
≡ 3Λ3
[
Λ51, Λ
7
1,1
]
+ 7Λ71,1
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
Λ71,1, Λ
3
]
,
0
54
≡ 3Λ3
[
Λ51, M
8
]
+ 8M8
[
Λ3, Λ51
]
+ 5Λ51
[
M8, Λ3
]
,
0
61
≡ 3Λ3
[
Λ71,1, M
8
]
+ 8M8
[
Λ3, Λ71,1
]
+ 7Λ71,1
[
M8, Λ3
]
,
0
71
≡ 5Λ51
[
Λ71,1, M
8
]
+ 8M8
[
Λ51, Λ
7
1,1
]
+ 7Λ71,1
[
M8, Λ51
]
,
0
23′
≡
[
f ′1, Λ
3
]
·
[
Λ51, Λ
7
1,1
]
+
[
Λ71,1, f
′
1
]
·
[
Λ51, Λ
3
]
+
[
Λ3, Λ71,1
]
·
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
26′
≡
[
f ′1, Λ
3
]
·
[
Λ51, M
8
]
+
[
M8, f ′1
]
·
[
Λ51, Λ
3
]
+
[
Λ3, M8
]
·
[
Λ51, f
′
1
]
,
0
33′
≡
[
f ′1, Λ
3
]
·
[
Λ71,1, M
8
]
+
[
M8, f ′1
]
·
[
Λ71,1, Λ
3
]
+
[
Λ3, M8
]
·
[
Λ71,1, f
′
1
]
,
0
43′
≡
[
f ′1, Λ
5
1
]
·
[
Λ71,1, M
8
]
+
[
M8, f ′1
]
·
[
Λ71,1, Λ
5
1
]
+
[
Λ51, M
8
]
·
[
Λ71,1, f
′
1
]
,
0
98′
≡
[
Λ3, Λ51
]
·
[
Λ71,1, M
8
]
+
[
M8, Λ3
]
·
[
Λ71,1, Λ
5
1
]
+
[
Λ51, M
8
]
·
[
Λ71,1, Λ
3
]
.
De´nombrement des syzygies comple`tes. L’ide´al complet des relations (Plck1) et
(Plck2) existant entre les ving-cinq invariants comporte :
C39 + C
4
9 = 84 + 126 = 210,
relations que nous avons patiemment de´veloppe´es sur treize pages manuscrites,
mais que nous renonc¸ons a` recopier dans ce fichier LATEX, pour la simple raison
qu’il suffit, comme nous l’avons argumente´, d’e´tudier seulement les bi-invariants.
Sur les 15 signes “≡” donnant les syzygies qui existent entre les bi-invariants, nous
conservons, pour me´moire, la nume´rotation de nos 84+126 e´quations manuscrites.
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´Enonce´. Voici maintenant l’e´nonce´ que nous devrions attendre comme constituant
notre deuxie`me re´sultat principal.
The´ore`me Pour les jets d’ordre 5 en dimension 2, tout bi-invariant de poids m,
P2×inv
(
j5f1, j
5f2
)
, s’exprime polynomialement en fonction de onze polynoˆmes fon-
damentaux :
f ′1 Λ
3 Λ51 Λ
7
1,1 M
8
Λ91,1,1 M
10
1 N
12 K121,1
H141 F
16
1,1
qui sont donne´s explicitement en fonction de j5f par les formules calcule´es a` la
Section 4, et dont l’ide´al des relations est constitue´ des quinze e´quations de degre´
6 3 suivantes :
0
8
≡ −f ′1f
′
1M
8 − 5Λ51Λ
5
1 + 3Λ
3Λ71,1,
0
10
≡ −f ′1f
′
1M
10
1 − 7Λ
5
1 Λ
7
1,1 + 3Λ
3Λ91,1,1,
0
13
≡ −f ′1N
12 − 8Λ51M
8 + 3Λ3M101 ,
0
15
≡ −f ′1f
′
1K
12
1,1 − 7Λ
7
1,1Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1Λ
9
1,1,1,
0
18
≡ −f ′1H
14
1 − 8Λ
7
1,1M
8 + 5Λ51M
10
1 ,
0
25
≡ −f ′1 F
16
1,1 − 8M
8 Λ91,1,1 + 7Λ
7
1,1M
10
1 ,
0
51
≡ −3Λ3K121,1 − 7Λ
7
1,1M
8 + 5Λ51M
10
1 ,
0
54
≡ −3Λ3H141 − 8 f
′
1M
8M8 + 5Λ51N
12,
0
61
≡ −3Λ3 F 161,1 − 8 f
′
1M
8M101 + 7Λ
7
1,1N
12,
0
71
≡ −5Λ51 F
16
1,1 − 8 f
′
1M
8K121,1 + 7Λ
7
1,1H
14
1 ,
0
23′
≡ Λ51K
12
1,1 +M
8 Λ91,1,1 − Λ
7
1,1M
10
1 ,
0
26′
≡ Λ51H
14
1 + f
′
1M
8M101 − Λ
7
1,1N
12,
0
33′
≡ Λ51 F
16
1,1 + f
′
1M
10
1 M
10
1 − Λ
9
1,1,1N
12,
0
43′
≡ Λ71,1 F
16
1,1 + f
′
1M
10
1 K
12
1,1 − Λ
9
1,1,1H
14
1 ,
0
98′
≡ M8 F 161,1 +N
12K121,1 −M
10
1 H
14
1 .
Par souci de ne pas alourdir exage´re´ment l’e´nonce´ de ce the´ore`me nous repous-
sons a` la Section 8 l’e´nonce´ pre´cis qui donne les sommes directes de repre´sentations
irre´ductibles de Schur permettant d’entreprendre un calcul de caracte´ristique d’Euler.
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L’action des matrices de la forme :
V :=
(
1 v
0 1
)
faisant “renaıˆtre par polarisation” les 14 invariants qui ne sont pas bi-invariants,
nous pouvons en de´duire une description partielle, mais suffisante pour notre objec-
tif, de DS52.
Corollaire Tout polynoˆme P
(
j5f1, j
5f2
)
invariant par reparame´trisation s’exprime
polynomialement en fonction de vingt-cinq invariants fondamentaux :
f ′1 f
′
2 Λ
3 Λ51 Λ
5
2 Λ
7
1,1 Λ
7
1,2 Λ
7
2,2 M
8
Λ91,1,1 Λ
9
1,2,1 Λ
9
2,1,2 Λ
9
2,2,2 M
10
1 M
10
2
N12 K121,1 K
12
1,2 K
12
2,1 K
12
2,2
H141 H
14
2 F
16
1,1 F
16
1,2 F
16
2,2
,
qui sont donne´s par les formules explicites normalise´es :
f ′i
Λ3 := ∆1,2
Λ5i := ∆
1,3 f ′i − 3∆
1,2 f ′′i
Λ7i,j := ∆
1,4 f ′if
′
j + 4∆
2,3 f ′if
′
j − 5∆
1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) + 15∆
1,2 f ′′i f
′′
j
M8 := 3∆1,4∆1,2 + 12∆2,3∆1,2 − 5∆1,3∆1,3
Λ9i,j,k := ∆
1,5 f ′if
′
jf
′
k + 5∆
2,4 f ′if
′
jf
′
k−
− 4∆1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) f
′
k − 7∆
1,4 f ′if
′
jf
′′
k−
− 16∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′k − 28∆
2,3 f ′if
′
jf
′′
k−
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j ) f
′
k + 35∆
1,3
(
f ′′i f
′′
j f
′
k + f
′′
i f
′
jf
′′
k + f
′
if
′′
j f
′′
k
)
−
− 105∆1,2 f ′′i f
′′
j f
′′
k ,
M10i :=
[
3∆1,5∆1,2 + 15∆2,4∆1,2 − 7∆1,4∆1,3 + 2∆2,3∆1,3
]
f ′i−
−
[
24∆1,4∆1,2 + 96∆2,3∆1,2 − 40∆1,3∆1,3
]
f ′′i ,
N12 := 9∆1,5∆1,2∆1,2 + 45∆2,4∆1,2∆1,2 − 45∆1,4∆1,3∆1,2−
− 90∆2,3∆1,3∆1,2 + 40∆1,3∆1,3∆1,3,
K12i,j := f
′
if
′
j
(
5∆1,5∆1,3 + 25∆2,4∆1,3 − 7∆1,4∆1,4 − 56∆2,3∆1,4 − 112∆2,3∆2,3
)
+
+
(f ′if
′′
j + f
′′
i f
′
j)
2
(
− 15∆1,5∆1,2 − 75∆2,4∆1,2 + 65∆1,4∆1,3 + 110∆2,3∆1,3
)
+
+
(f ′if
′′′
j + f
′′′
i f
′
j)
2
(
− 50∆1,3∆1,3
)
+
+ f ′′i f
′′
j
(
− 25∆1,3∆1,3 + 15∆1,4∆1,2 + 60∆2,3∆1,2
)
,
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H14i :=
(
15∆1,5∆1,3∆1,2 + 75∆2,4∆1,3∆1,2 + 5∆1,4∆1,3∆1,3+
+ 170∆2,3∆1,3∆1,3 − 24∆1,4∆1,4∆1,2 − 192∆1,4∆2,3∆1,2−
− 384∆2,3∆2,3∆1,2
)
f ′i +
(
− 45∆1,5∆1,2∆1,2 − 225∆2,4∆1,2∆1,2+
+ 225∆1,4∆1,3∆1,2 + 450∆2,3∆1,3∆1,2 − 200∆1,3∆1,3∆1,3
)
f ′′i ,
F 16i,j :=
(
− 3∆1,5∆1,4∆1,2 − 15∆2,4∆1,4∆1,2 − 12∆1,5∆2,3∆1,2+
+ 40∆1,5∆1,3∆1,3 − 60∆2,4∆2,3∆1,2 + 200∆2,4∆1,3∆1,3−
− 49∆1,4∆1,4∆1,3 − 422∆1,4∆2,3∆1,3 − 904∆2,3∆2,3∆1,3
)
f ′if
′
j+
+
(
− 105∆1,5∆1,3∆1,2 − 525∆2,4∆1,3∆1,2 + 205∆1,4∆1,3∆1,3−
− 230∆2,3∆1,3∆1,3 + 96∆1,4∆1,4∆1,2 + 768∆1,4∆2,3∆1,2+
+ 1536∆2,3∆2,3∆1,2
)(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
+
+
(
− 200∆1,3∆1,3∆1,3
)(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+
+
(
315∆1,5∆1,2∆1,2 + 1575∆2,4∆1,2∆1,2 − 1575∆1,4∆1,3∆1,2−
− 3150∆2,3∆1,3∆1,2 + 1400∆1,3∆1,3∆1,3
)
f ′′i f
′′
j ,
ou` les indices i, j et k appartiennent a` {1, 2}.
Remarque. Ce deuxie`me the´ore`me ainsi que son corollaire doivent eˆtre restreints a`
la sous-alge`bre engendre´e par les crochets, laquelle s’organise de manie`re cohe´rente
([3]) pour former un sous-fibre´ du fibre´ des jets de Demailly-Semple au-dessus
d’une surface projective alge´brique complexe X2 ⊂ P3(C). Nous montrerons en
effet a` la fin de cette Section 7 que de`s les jets d’ordre κ = 5, il existe des in-
variants fondamentaux supple´mentaires qui ne sont pas obtenus par crochets, et
qui s’ajoutent aux nombreux invariants qui apparaissent de´ja` dans les deux e´nonce´s
pre´ce´dents ; de plus, il pourrait exister une infinite´ d’invariants par reparame´trisation
ainsi que de bi-invariants qui sont fondamentaux, ce qui contredirait a fortiori
la pre´somption informelle d’apre`s laquelle les invariants forme´s par crochets en-
gendrent DS52. Ce phe´nome`ne est d’autant plus troublant qu’au niveau κ = 4,
comme nous l’avons de´montre´, tous les invariants sont engendre´s par crochets.
Peut-eˆtre existe-il des liens mathe´matiques profonds entre ce phe´nome`ne inattendu
et le fait que d = 5 soit aussi le seuil critique optimal attendu pour la Kobayashi-
hyperbolicite´ des surfaces ge´ne´riques X2 ⊂ P3(C). L’avenir le dira.
Strate´gie. Insistons sur le fait que la strate´gie de de´monstration que nous allons
entreprendre afin de tenter d’e´tablir, comme au niveau κ = 4, que seuls les invari-
ants forme´s par crochets existent, aurait ne´cessairement d aboutir si l’alge`bre des
(bi)invariants engendre´s par crochet avait a priori coı¨ncide´ avec l’alge`bre comple`te
des invariants de Demailly-Semple : ce fait sera argumente´ apre`s la fin de nos
raisonnements. Ce n’est donc pas cette strate´gie qui est en cause, mais la re´alite´
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mathe´matique, et meˆme si cette dernie`re contredit parfois nos attentes, il nous faut
bien admettre et reconnaıˆtre que c’est elle, et seulement elle qui agit en maıˆtre,
partout et toujours. Et puisque cette re´alite´ pre´ce`de d’une certaine manie`re dans ses
grandes lignes l’exploration et la recherche, notamment lorsqu’il s’agit de struc-
tures alge´briques, nous n’aurions jamais pu aboutir a` une telle conclusion ne´gative
sans entreprendre de conside´rables efforts de calcul. C’est pourquoi nous convions
maintenant notre lecteur a` de´couvrir comment nous comptons ge´ne´raliser au niveau
κ = 5 notre de´monstration qui e´tait valable pour les jets d’ordre 4, avant de de´voiler
les interstices dans lesquelles s’insinuent de nombreux invariants fondamentaux
supple´mentaires (peut-eˆtre une infinite´) qui ne sont pas engendre´s par crochets.
De´monstration du second the´ore`me. Partons de l’expression rationnelle que nous
avons obtenue pour tout polynoˆme bi-invariant
∑
− 4
5
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,Λ
9
1,1,1
)
,
expression dans laquelle entrent des puissances ne´gatives de f ′1. Le raisonnement
que nous avons e´labore´ pour les jets d’ordre 4 va se ge´ne´raliser ici, au prix d’une
complication supple´mentaire mais ine´vitable, parce que le recours aux bases de
Gro¨bner est en ge´ne´ral incontournable pour les ide´aux de polynoˆmes a` plusieurs
variables qui ne sont pas principaux.
Ghost rationality. Observons que les six premie`res syzygies “ 8≡”, “10≡”, “13≡”, “15≡”,
“
18
≡” et “
25
≡” entre nos onze bi-invariants fondamentaux font apparaıˆtre en premie`re
place les six bi-invariantsM8, Λ91,1,1, M101 , N12, K121,1, H141 et F 161,1 que nous connais-
sons de´ja`, mais qui sont invisibles dans le de´veloppement en puissances positives
et ne´gatives de f ′1 que nous venons de rappeler a` l’instant, ce dernier ne consti-
tuant que la toute premie`re e´tape de la de´monstration. Interpre´tons donc ces six
bi-invariants en les qualifiant intuitivement de “termes fantoˆmes” “cache´s” derrie`re
f ′1 ou derrie`re f ′1f ′1. Heuristiquement parlant, ce pourrait tout a` fait eˆtre parce que7,
dans toute expression purement polynomiale en nos onze bi-invariants vers laquelle
se dirige notre de´monstration :
P
(
f ′1,Λ
3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
,
l’on peut remplacer ces six bi-invariants spe´ciaux par leur expression rationnelle en
7 (et meˆme, “ce devrait tre`s vraisemblablement eˆtre parce que. . . ”, si nous avions de´ja` acheve´ la
de´monstration de notre deuxie`me the´ore`me!)
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fonction seulement de Λ3, de Λ51, de Λ71,1 et de Λ91,1,1 :
M8 =
3Λ3Λ71,1 − 5Λ
5
1Λ
5
1
f ′1f
′
1
,
M101 =
3Λ3Λ91,1,1 − 7Λ
5
1Λ
7
1,1
f ′1f
′
1
,
N12 =
−45Λ3 Λ51Λ
7
1,1 + 40Λ
5
1Λ
5
1 Λ
5
1
f ′1f
′
1f
′
1
,
K121,1 =
5Λ51Λ
9
1,1,1 − 7Λ
7
1,1Λ
7
1,1
f ′1f
′
1
,
H141 =
−24Λ3 Λ71,1Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1 Λ
5
1Λ
7
1,1 + 15Λ
3Λ51 Λ
9
1,1,1
f ′1f
′
1f
′
1
,
F 161,1 =
−3Λ3 Λ71,1 Λ
9
1,1,1 + 40Λ
5
1Λ
5
1 Λ
9
1,1,1 − 49Λ
5
1Λ
7
1,1Λ
7
1,1
f ′1f
′
1f
′
1
,
ce qui impose manifestement des divisions par f ′1f ′1 ou par f ′1f ′1f ′1, ce pourrait donc
bien eˆtre, disions-nous, pour cette seule et simple raison que notre repre´sentation
initiale, (trop) facile a` obtenir, d’un bi-invariant sous la forme∑
− 4
5
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,Λ
9
1,1,1
)
faisait ine´vitablement apparaıˆtre des puissances ne´gatives de f ′1. Et pour e´liminer
ces de´nominateurs, rien d’autre ne s’offrirait a` nous que d’injecter les six bi-inva-
riants fantoˆmes dans l’expression rationnelle initiale. Voila` : nous avons de´voile´
une nouvelle ide´e essentielle qui s’ave`rera pertinente et efficiente pour l’e´tude des
invariants de Demailly-Semple a` un ordre quelconque.
´Elimination des puissances ne´gatives de f ′1. En effet, rappelons-nous tout d’abord
que dans le cas des jets d’ordre 4, apre`s avoir injecte´ le seul bi-invariant “fantoˆme”
existant, a` savoir M8, nous sommes parvenus a` e´liminer les puissances ne´gatives de
f ′1 graˆce a` une normalisation pre´alable de tout polynoˆme P = P
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8
)
sous la formeQ
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
+Λ51R
(
Λ3,Λ71,1,M
8
)
, ce qui e´tait fort e´le´mentaire,
sachant que l’ide´al des relations est principal (la the´orie des bases de Gro¨bner est
vide dans ce cas), la fin de l’argument reposant seulement sur le fait que lorsqu’on
pose f ′1 = 0, aucune relation polynomiale non triviale du type
0 ≡ Q
(
Λ3,Λ51,M
8) + Λ51R
(
Λ3,Λ51,M
8
)∣∣∣
f ′1=0
ne peut eˆtre satisfaite.
Observation ge´ne´rale cruciale et poursuite de la de´monstration. Aussi est-ce
seulement l’ide´al des relations entre les bi-invariants restreints a` l’hypersurface
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{f ′1 = 0} qui semble compter. L’enjeu, ici, apre`s avoir injecte´ les six bi-invariants
fantoˆmesM8, M101 , N12, K121,1, H141 et F 161,1 qui e´taient cache´s derrie`re des puissances
positives de f ′1, ce qui nous donne aise´ment une expression ge´ne´rale du type :
∑
− 4
5
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
,
dans laquelle nous supposerons, puisque nous perdons tout controˆle apre`s injection
des six bi-invariants supple´mentaires, que les nouveaux polynoˆmes Pa sont arbi-
traires de poidsm−a, l’enjeu alors semble eˆtre de parvenir a` produire une e´criture
normalise´e en fonction des syzygies pour repre´senter de manie`re unique tout
polynoˆme P de cette espe`ce, de fac¸on a` ce que toute identite´ du type :
0 ≡ ´Ecriture unique
{
P
(
Λ3,Λ51, . . . , H
14
1 , F
16
1,1
)}∣∣∣
f ′1=0
,
implique que le polynoˆme P est en fait identiquement nul. Alors l’argument d’e´li-
mination de la puissance maximalement ne´gative de f ′1, le tout suivi de la restriction
a` {f ′1 = 0}, cet argument que nous avions utilise´ avec succe`s pour les jets d’ordre
4 fonctionnera a` nouveau ici sans modification, et une re´currence imme´diate mon-
trera, comme pour les jets d’ordre 4, que les puissances ne´gatives de f ′1 n’existent
pas, ce que nous de´sirions obtenir pour achever la de´monstration du the´ore`me.
Deux remarques pour mettre un terme a` ces conside´rations heuristiques des-
tine´es seulement a` de´voiler nettement nos ide´es en usant du langage spe´culatif qui
nous a servi de guide pour les e´laborer. Premie`rement, il est clair que ce plan de
de´monstration doit fonctionner en toute ge´ne´ralite´ pour des jets d’ordre quelconque
κ > 4, et nous montrerons en temps voulu qu’il fonctionne aussi en dimension
ν > 3. Ensuite, notons — puisqu’il est de l’essence des mathe´matiques d’eˆtre
“truffe´es d’obstacles” — que le saut en difficulte´, lorsqu’on passe des jets d’ordre
4 aux jets d’ordre 5, est presque trop conside´rable pour une intuition de ge´ne´ralite´
habitue´e aux re´currences re´gulie`res et aux combinatoires qui de´voilent progressive-
ment leurs structures : on passe en effet brutalement de une syzygie a` quinze, et
meˆme de neuf a` deux cents dix, pour ce qui concerne les invariants complets ;
comment alors ne pas e´prouver le sentiment que la complexite´ alge´brique de ce
proble`me explose trop rapidement?
Restriction des syzygies. Poser f ′1 = 0, comme nous devons maintenant le faire,
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nous donne les 15 e´quations re´duites :
0 ≡ −5Λ51 Λ
5
1 + 3Λ
3 Λ71,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −7Λ51 Λ
7
1,1 + 3Λ
3 Λ91,1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −8Λ51M
8 + 3Λ3M101
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −7Λ71,1 Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1 Λ
9
1,1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −8Λ71,1M
8 + 5Λ51M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −8M8 Λ91,1,1 + 7Λ
7
1,1M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −3Λ3K121,1 − 7Λ
7
1,1M
8 + 5Λ51M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −3Λ3H141 + 5Λ
5
1N
12
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −3Λ3 F 161,1 + 7Λ
7
1,1N
12
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ −5Λ51 F
16
1,1 + 7Λ
7
1,1H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ Λ51K
12
1,1 +M
8 Λ91,1,1 − Λ
7
1,1M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ Λ51H
14
1 − Λ
7
1,1N
12
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ Λ51 F
16
1,1 − Λ
9
1,1,1N
12
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡ Λ71,1 F
16
1,1 − Λ
9
1,1,1H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0 ≡M8 F 161,1 +N
12K12 −M101 H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
.
Base de Gro¨bner. En choisissant l’ordre purement lexicographique ([1]) sur les
monoˆmes de C
[
f ′1,Λ
3, . . . , H141 , F
16
1,1
]
qui est de´duit de l’ordre suivant sur les monoˆ-
mes e´le´mentaires restreints :
Λ3 > Λ51 > Λ
7
1,1 > M
8 > Λ91,1,1 > M
10
1 > N
12 > K121,1 > H
14
1 > F
16
1,1,
(nous sous-entendons ici la mention “(·)|f ′1=0”), Maple nous donne la base de Gro¨b-
ner re´duite suivante pour l’ide´al complet des syzygies entre nos dix invariants re-
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streints a` {f ′1 = 0}, laquelle est constitue´e de 21 e´quations :
0
1
≡ −7H141 H
14
1 + 5N
12 F 161,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
11
≡ −Λ91,1,1N
12 + Λ51 F
16
1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
2
≡ −56K121,1H
14
1 + 5M
10
1 F
16
1,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
12
≡ −Λ71,1N
12 + Λ51H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
3
≡ −8N12K121,1 +M
10
1 H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
13
≡ −M8 Λ91,1,1 + 7Λ
5
1K
12
1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
4
≡ −7N12K121,1 +M
8 F 161,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
14
≡ −8Λ71,1M
8 + 5Λ51M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
5
≡ −5M101 N
12 + 8M8H141
∣∣∣
f ′1=0
, 0
15
≡ −7Λ71,1 Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1 Λ
9
1,1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
6
≡ −5M101 M
10
1 + 64M
8K121,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
16
≡ −7Λ71,1N
12 + 3Λ3 F 161,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
7
≡ −Λ91,1,1H
14
1 + Λ
7
1,1 F
16
1,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
17
≡ −5Λ51N
12 + 3Λ3H141
∣∣∣
f ′1=0
,
0
8
≡ −5Λ91,1,1N
12 + 7Λ71,1H
14
1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
18
≡ −Λ71,1M
8 + 3Λ3K121,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
9
≡ −5Λ91,1,1M
10
1 + 56Λ
7
1,1K
12
1,1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
19
≡ −8Λ51M
8 + 3Λ3M101
∣∣∣
f ′1=0
,
0
10
≡ −8M8 Λ91,1,1 + 7Λ
7
1,1M
10
1
∣∣∣
f ′1=0
, 0
20
≡ −7Λ51 Λ
7
1,1 + 3Λ
3 Λ91,1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
0
21
≡ −5Λ51 Λ
5
1 + 3Λ
3 Λ71,1
∣∣∣
f ′1=0
,
toutes de´duites de nos 15 syzygies restreintes a` {f ′1 = 0}, et dont l’ensemble recelle
une combinatoire d’une simplicite´ inattendue qui va se de´voiler a` nous dans un
instant. Nous avons souligne´ les monoˆmes de teˆte pour en extraire l’ide´al monomial
associe´ (voir infra).
Bien que cette base de Gro¨bner nous ait e´te´ procure´e par Maple, il n’est pas
ne´cessaire que nous nous en remettions au calcul formel e´lectronique pour assurer
la rigueur du re´sultat, puisqu’il est ici tre`s aise´ de ve´rifier :
 que ces 21 e´quations sont effectivement conse´quence de nos quinze syzygies
re´duites ;
 que ces 21 e´quations forment effectivement une base de Gro¨bner.
Le premier point se ve´rifie sans difficulte´ ; le paragraphe ci-dessous ou` nous
donnons l’expression des bi-invariants restreints a` {f ′1 = 0} permet d’ailleurs de
proce´der tre`s rapidement. Pour ce qui est du deuxie`me point, il nous suffit d’appli-
quer l’un des nombreux crite`res caracte´risant les bases de Gro¨bner ([1]), d’apre`s
lequel chaque S-polynoˆme entre deux e´quations quelconques doit appartenir a` l’i-
de´al engendre´ par les 21 polynoˆmes, et a` cette fin, la taˆche de calcul manuel est
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miraculeusement facilite´e par le fait que chacune de ces 21 e´quations ne comporte
que deux termes, avec a` chaque fois un signe “−” et un signe “+”, ces deux termes
e´tant chacun monomiaux et qui plus est, de degre´ deux, ce qui fait que chaque S-
polynoˆme entre deux e´quations ne posse`de encore que deux termes monomiaux. Par
exemple, si on e´limine les monoˆmes de teˆte entre “20≡” et “21≡” en multipliant par des
monoˆmes approprie´s et en soustrayant :
0 ≡
(
− 7Λ51Λ
7
1,1 + 3Λ
3Λ91,1,1
)
· Λ71,1 −
(
− 5Λ51Λ
5
1 + 3Λ
3 Λ71,1
)
· Λ91,1,1
∣∣∣
f ′1=0
,
≡ −7Λ51 Λ
7
1,1 Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1Λ
5
1 Λ
9
1,1,1,
on constate que le S-polynoˆme obtenu appartient bien a` notre ide´al, puisqu’il coı¨nci-
de avec l’e´quation “15≡” multiplie´e par Λ51. Les 209 autres S-polynoˆmes restants se
traitent de la meˆme manie`re, a` la main, en moins de deux heures, apre`s e´puration
pre´alable des notations.
Expression des bi-invariants restreints a` {f ′1 = 0}. Mais avant de poursuivre, il
est instructif d’e´crire, d’examiner et de commenter la liste de nos onze bi-invariants
restreints :
f ′1
∣∣
0
= 0,
Λ3
∣∣
0
= −f ′′1 f
′
2 =: ∆
1,2
0 ,
Λ51
∣∣
0
= −3∆1,20 f
′′
1 ,
Λ71,1
∣∣
0
= 15∆1,20 f
′′
1 f
′′
1 ,
M8
∣∣
0
= 3∆1,40 ∆
1,2
0 + 12∆
2,3
0 ∆
1,2
0 − 5∆
1,3
0 ∆
1,3,
Λ91,1,1
∣∣
0
= −105∆1,20 f
′′
1 f
′′
1 f
′′
1 ,
M101
∣∣
0
= −
[
24∆1,40 ∆
1,2
0 + 96∆
2,3
0 ∆
1,2
0 − 40∆
1,3
0 ∆
1,3
0
]
f ′′1 ,
N12
∣∣
0
= 9∆1,50 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 + 45∆
2,4
0 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 − 45∆
1,4
0 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 −
− 90∆2,30 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 + 40∆
1,3
0 ∆
1,3
0 ∆
1,3
0 ,
K121,1
∣∣
0
=
[
15∆1,40 ∆
1,2
0 + 60∆
2,3
0 ∆
1,2
0 − 25∆
1,3
0 ∆
1,3
0
]
f ′′1 f
′′
1 ,
H141
∣∣
0
=
[
− 45∆1,50 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 − 225∆
2,4
0 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 + 225∆
1,4
0 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 +
+ 450∆2,30 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 − 200∆
1,3
0 ∆
1,3
0 ∆
1,3
0
]
f ′′1 ,
F 161,1
∣∣
0
=
[
315∆1,50 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 + 1575∆
2,4
0 ∆
1,2
0 ∆
1,2
0 − 1575∆
1,4
0 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 −
− 3150∆2,30 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 + 1400∆
1,3
0 ∆
1,3
0 ∆
1,3
0
]
f ′′1 f
′′
1 .
Divisions wronskiennes. En comparant la deuxie`me et la troisie`me e´quation, nous
obtenons par exemple f ′′1 = −13
Λ51|0
Λ3|0
, et aussi f ′′1 f ′′1 = 115
Λ71,1|0
Λ3|0
si l’on compare la
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deuxie`me et la quatrie`me ligne, et en poursuivant ces observations, nous pouvons
e´crire :
Λ3
∣∣
0
,
Λ51
∣∣
0
,
Λ71,1
∣∣
0
= 5
3
Λ51|0 Λ
5
1|0
Λ3|0
,
M8
∣∣
0
,
Λ91,1,1
∣∣
0
= 7
3
Λ51|0 Λ
7
1,1|0
Λ3|0
= 35
9
Λ51|0Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
,
M101
∣∣
0
= 8
3
M8|0 Λ51|0
Λ3|0
,
N12
∣∣
0
,
K121,1
∣∣
0
= 1
3
M8|0 Λ71,1|0
Λ3|0
= 5
9
M8|0 Λ51|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
,
H141
∣∣
0
= 5
3
N12|0 Λ51|0
Λ3|0
,
F 161,1
∣∣
0
= 7
3
Λ71,1|0N
12|0
Λ3|0
= 35
9
Λ51|0 Λ
5
1|0N
12|0
Λ3|0 Λ3|0
,
ou` nous soulignons quatre bi-invariants restreints qui apparaissent fondamentaux,
a` savoir Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
et N12
∣∣
0
, puisque les six autres s’expriment en fonc-
tion d’eux, apre`s restriction a` {f ′1 = 0}, lorsqu’on autorise a` diviser par le wron-
skien. Un examen imme´diat de l’expression comple`te de ces quatre bi-invariants re-
streints fondamentaux Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
et N12
∣∣
0
montre qu’ils sont alge´briquement
inde´pendants, puisqu’ils incorporent successivement f ′′1 , f ′′′1 , f ′′′′1 et f ′′′′′1 . Cette
inde´pendance mutuelle resservira ulte´rieurement.
Triangle harmonieux des monoˆmes de teˆte. Comme nous le constatons en exami-
nant notre base de Gro¨bner, les 21 binoˆmes de teˆte s’organisent, lorsqu’on les range
par ordre (lexicographique) croissant, en un triangle remarquable :
Λ3Λ71,1 > Λ
3 Λ91,1,1 > Λ
3M101 > Λ
3K121,1 > Λ
3H141 > Λ
3 F 161,1
> Λ51 Λ
9
1,1,1 > Λ
5
1M
10
1 > Λ
5
1K
12
1,1 > Λ
5
1H
14
1 > Λ
5
1 F
16
1,1
> Λ71,1M
10
1 > Λ
7
1,1K
12
1,1 > Λ
7
1,1H
14
1 > Λ
7
1,1 F
16
1,1
> M8K121,1 > M
8H141 > M
8 F 161,1
> M101 H
14
1 > M
10
1 F
16
1,1
> N12 F 161,1
(on sous-entend la mention “|0” dans ce diagramme) dans lequel nous reconnais-
sons, a` la place des colonnes, les six bi-invariants restreints Λ71,1
∣∣
0
, Λ91,1,1
∣∣
0
, M101
∣∣
0
,
K121,1
∣∣
0
, H141
∣∣
0
et F 161,1
∣∣
0
, qui s’expriment rationnellement en fonction des quatre bi-
invariants restreints fondamentaux Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
et N12
∣∣
0
.
Normalisation modulo les syzygies restreintes. Nous pouvons maintenant e´noncer
et de´montrer le lemme sur lequel repose la fin de la de´monstration de notre second
the´ore`me.
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Lemme Tout polynoˆme arbitraire en les dix bi-invariants restreints :
P
(
Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, Λ71,1
∣∣
0
, M8
∣∣
0
, Λ91,1,1
∣∣
0
, M101
∣∣
0
, N12
∣∣
0
, K121,1
∣∣
0
, H141
∣∣
0
, F 161,1
∣∣
0
)
s’e´crit de manie`re unique, en tenant compte des 21 syzygies gro¨bne´rise´es ci-dessus,
sous la forme unique :
P0
(
Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+ Λ71,1
∣∣
0
Q0
(
Λ51
∣∣
0
, Λ71,1
∣∣
0
, M8
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+
+ Λ91,1,1
∣∣
0
R0
(
Λ71,1
∣∣
0
, M8
∣∣
0
, Λ91,1,1
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+M101
∣∣
0
S0
(
M8
∣∣
0
, Λ91,1,1
∣∣
0
, M101
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+
+K121,1
∣∣
0
T0
(
Λ91,1,1
∣∣
0
, M101
∣∣
0
, N12
∣∣
0
, K121,1
∣∣
0
)
+H141
∣∣
0
U0
(
Λ91,1,1
∣∣
0
, N12
∣∣
0
, K121,1
∣∣
0
, H141
∣∣
0
)
+
+ F 161,1
∣∣
0
V0
(
Λ91,1,1
∣∣
0
, K121,1
∣∣
0
, H141
∣∣
0
, F 161,1
∣∣
0
)
,
ou` P0, Q0, R0, S0, T0, U0 et V0 sont des polynoˆmes absolument arbitraires en leurs
quatre arguments, et pour pre´ciser, toute relation du type :
0 ≡ P0 + Λ
7
1,1
∣∣
0
Q0 + Λ
9
1,1,1
∣∣
0
R0 +M
10
1
∣∣
0
S0 +K
12
1,1
∣∣
0
T0 +H
14
1
∣∣
0
U0 + F
16
1,1
∣∣
0
V0
qui est identiquement satisfaite dans C[f ′2, f ′′1 , f ′′2 , f ′′′1 , f ′′′2 , f ′′′′1 , f ′′′′2 , f ′′′′′1 , f ′′′′′2 ] lors-
qu’on remplace les dix bi-invariants restreints par leur expression en fonction de
j5f
∣∣
0
, implique ne´cessairement que les sept polynoˆmes P0,Q0,R0, S0, T0, U0 et V0
s’annulent tous identiquement.
De´monstration du lemme principal. D’apre`s la the´orie e´le´mentaire des bases de
Gro¨bner, une base de l’espace vectoriel quotient
C
[
Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, . . . , H141
∣∣
0
, F 161,1
∣∣
0
]/(
21 syzygies restreintes
)
est constitute´e de tous les monoˆmes(
Λ3
∣∣
0
)a(
Λ51
∣∣
0
)b(
Λ71,1
∣∣
0
)c(
M8
∣∣
0
)d(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
M101
∣∣
0
)f(
N12
∣∣
0
)g
(
K121,1
∣∣
0
)h(
H141
∣∣
0
)i(
F 161,1
∣∣
0
)j
qui n’appartiennent pas a` l’ide´al monomial engendre´ par les 21 monoˆmes de teˆte
que nous avons dispose´s en triangle, ou` les exposants a, b, c, d, e, f, g, h, i, j ∈ N
sont des entiers positifs ou nuls. Or un tel monoˆme appartient a` cet ide´al monomial
si et seulement si il est divisible par l’un des 21 monoˆmes de teˆte, ce qui revient a`
dire que le de´ca-indice (
a, b, c, d, e, f, g, h, i, j
)
∈ N10
appartient a` la re´union des 21 sous-ensembles suivants de N10 :
{a > 1} ∩ {c > 1}
[
{a > 1} ∩ {e > 1}
[
{a > 1} ∩ {f > 1}
[
{a > 1} ∩ {h > 1}
[
{a > 1} ∩ {i > 1}
[
{a > 1} ∩ {j > 1}
[
{b > 1} ∩ {e > 1}
[
{b > 1} ∩ {f > 1}
[
{b > 1} ∩ {h > 1}
[
{b > 1} ∩ {i > 1}
[
{b > 1} ∩ {j > 1}
[
{c > 1} ∩ {f > 1}
[
{c > 1} ∩ {h > 1}
[
{c > 1} ∩ {i > 1}
[
{c > 1} ∩ {j > 1}
[
{d > 1} ∩ {h > 1}
[
{d > 1} ∩ {i > 1}
[
{d > 1} ∩ {j > 1}
[
{f > 1} ∩ {i > 1}
[
{f > 1} ∩ {j > 1}
[
{g > 1} ∩ {j > 1}
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Le calcul du comple´mentaire de cet ensemble est aise´, et il donne :[
{a = 0} ∪ {c = e = f = h = i = j = 0}
]⋂
[
{b = 0} ∪ {e = f = h = i = j = 0}
]⋂
[
{c = 0} ∪ {f = h = i = j = 0}
]⋂
[
{d = 0} ∪ {h = i = j = 0}
]⋂
[
{f = 0} ∪ {i = j = 0}
]⋂
[
{g = 0} ∪ {j = 0}
]
,
ce qui se simplifie pour donner 7 composantes de´finies chacune par six e´quations :{
0 = a = b = c = d = f = g
}⋃
{
0 = a = b = c = d = f = j
}⋃
{
0 = a = b = c = d = i = j
}⋃
{
0 = a = b = c = h = i = j
}⋃
{
0 = a = b = f = h = i = j
}⋃
{
0 = a = e = f = h = i = j
}⋃{
0 = c = e = f = h = i = j
}
.
(Incidemment, nous avons e´tabli que l’ide´al des syzygies restreintes est une inter-
section comple`te.) Par conse´quent, l’ensemble de tous les monoˆmes qu’il nous reste
dans l’espace quotient est constitue´ des sept listes suivantes :

(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
K121,1
∣∣
0
)h(
H141
∣∣
0
)i(
F 161,1
∣∣
0
)j
,

(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
N12
∣∣
0
)g(
K121,1
∣∣
0
)h(
H141
∣∣
0
)i
,

(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
M101
∣∣
0
)f(
N12
∣∣
0
)g(
K121,1
∣∣
0
)h
,

(
M8
∣∣
0
)d(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
M101
∣∣
0
)f(
N12
∣∣
0
)g
,

(
Λ71,1
∣∣
0
)c(
M8
∣∣
0
)d(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
N12
∣∣
0
)g
,

(
Λ51
∣∣
0
)b(
Λ71,1
∣∣
0
)c(
M8
∣∣
0
)d(
N12
∣∣
0
)g
,

(
Λ3
∣∣
0
)a(
Λ51
∣∣
0
)b(
M8
∣∣
0
)d(
N12
∣∣
0
)g
.
Cependant, puisque ces sept listes se recouvrent partiellement — par exemple :
l’intersection de la premie`re et de la deuxie`me ligne est constitute´e des monoˆmes
de la forme
(
Λ91,1,1
∣∣
0
)e(
K121,1
∣∣
0
)h(
H141
∣∣
0
)i
—, nous devons encore les re´organiser de
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telle sorte qu’il n’y ait plus aucune intersection entre elles, et si nous de´signons ces
listes par les septs lettres A, B, C, D, F et G, il nous suffit en fait tout simplement
d’e´crire :
A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E ∪ F ∪ G = A
⋃
B
∖
A
⋃
C
∖(
A ∪ B
)⋃
D
∖(
A ∪ B ∪ C
)⋃
E
∖(
A ∪ B ∪ C ∪ D
)
⋃
F
∖(
A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E
)⋃
G
∖(
A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E ∪ G
)
,
ce qui nous donne imme´diatement la repre´sentation e´nonce´e dans notre lemme,
au moyen des sept polynoˆmes arbitraires P0, R0, S0, T0, U0 et V0 dont les quatre
arguments se diffe´rencient successivement d’une unite´ lorsqu’on saute une ligne (de
la ligne 1 a` la ligne 7), fait combinatoire aussi remarquable qu’impre´vu et que nous
aimerions voir se confirmer, se ge´ne´raliser et se stabiliser lorsque nous e´tudierons
les bi-invariants pour les jets d’ordre 6 — projet ambitieux s’il en est.
Afin d’e´tablir la deuxie`me assertion du lemme, supposons maintenant qu’une
relation du type :
0 ≡ P0 + Λ
7
1,1
∣∣
0
Q0 + Λ
9
1,1,1
∣∣
0
R0 +M
10
1
∣∣
0
S0 +K
12
1,1
∣∣
0
T0 +H
14
1
∣∣
0
U0 + F
16
1,1
∣∣
0
V0
est identiquement satisfaite, et remplac¸ons-y alors les six bi-invariants restreints non
fondamentaux par leur expression en fonction de ceux qui sont fondamentaux, ce
qui nous donne :
0 ≡ P0
(
Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0
Q0
(
Λ51
∣∣
0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0
, M8
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+
+
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
R0
(
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0
, M8
∣∣
0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
, N12
∣∣
0
)
+
+
Λ5
1
|0 M
8|0
Λ3|0
S0
(
M8
∣∣
0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ5
1
|0 M
8|0
Λ3|0
, N12
∣∣
0
)
+
+
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
T0
(
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ5
1
|0 M
8|0
Λ3|0
, N12
∣∣
0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
)
+
+
Λ5
1
|0 N
12|0
Λ3|0
U0
(
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
, N12
∣∣
0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ5
1
|0 N
12|0
Λ3|0
)
+
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 N
12|0
Λ3|0 Λ3|0
V0
(
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 Λ
5
1
|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ5
1
|0 N
12|0
Λ3|0
,
Λ5
1
|0 Λ
5
1
|0 N
12|0
Λ3|0 Λ3|0
)
.
Pour en de´duire l’annulation de ces 7 polynoˆmes P0, Q0, R0, S0, T0, U0 et V0, si
nous commenc¸ons par multiplier cette identite´ par le de´nominateur
(
Λ3|0
)µ de son
expression re´duite, nous obtenons une identite´ de la forme :
0 ≡
(
Λ3
∣∣)µP0(Λ3∣∣0, Λ51∣∣0, M8∣∣0, N12∣∣0)+ (Λ3∣∣0)µ−1 · reste polynomial,
laquelle montre tout d’abord imme´diatement que le premier polynoˆme P0 s’annule
identiquement, puisqueΛ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
,M8
∣∣
0
etN12
∣∣
0
sont alge´briquement inde´pendants.
Supprimons doncP0. Ensuite, en multipliant par une puissance suffisamment e´leve´e(
Λ3|0
)µ pour e´liminer les puissances ne´gatives de Λ3|0 qui apparaissent dans Q0,
R0, S0, T0, U0 et V0, et en divisant le tout par le facteur Λ51|0 pre´sent devant chacun
des six polynoˆmes restants, nous obtenons une identite´ de la forme :
0 ≡
(
Λ3
∣∣
0
)µ[
Λ51
∣∣
0
Q0 +M
8
∣∣
0
S0 +N
12
∣∣
0
U0
]
+
(
Λ3
∣∣
0
)µ−1
· reste polynomial,
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d’ou` nous de´duisons l’annulation identique du polynoˆme :
0 ≡
(
Λ3
∣∣
0
)µ[
Λ51
∣∣
0
Q0
(
Λ51
∣∣
0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0
Λ3|0
, M8
∣∣
0
, N12
∣∣
0
)
+
+M8
∣∣
0
S0
(
M8
∣∣
0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ51|0M
8|0
Λ3|0
, N12
∣∣
0
)
+
+N12
∣∣
0
U0
(
Λ51|0 Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
, N12
∣∣
0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ51|0N
12|0
Λ3|0
)]
.
Ensuite, si nous introduisons les de´veloppement finis de ces trois polynoˆmes :
Q0
(
t1, t2, t3, t4) =
∑
coeff · tα1 t
β
2 t
γ
3 t
δ
4, S0
(
t1, t2, t3, t4) =
∑
coeff · tα
′
1 t
β′
2 t
γ′
3 t
δ′
4 ,
U0
(
t1, t2, t3, t4) =
∑
coeff · tα
′′
1 t
β′′
2 t
γ′′
3 t
δ′′
4 ,
nous en de´duirons l’annulation deQ0, de S0 et de U0 graˆce a` l’observation suivante.
Assertion Les trois familles de monoˆmes :
(i) (Λ3∣∣
0
)µ−β(
Λ51
∣∣
0
)1+α+2β(
M8
∣∣
0
)γ(
N12
∣∣
0
)δ
,
(ii) (Λ3∣∣
0
)µ−2β′−γ′(
Λ51
∣∣
0
)3β′+γ′(
M8
∣∣
0
)1+α′+γ′(
N12
∣∣
0
)δ′
,
(iii) (Λ3∣∣
0
)µ−2α′′−2γ′′−δ′′(
Λ51
∣∣
0
)3α′′+2γ′′+δ′′(
M8
∣∣
0
)γ′′(
N12
∣∣
0
)1+β′′+γ′′
,
ne contiennent aucune redondance, i.e. chaque monoˆme correspondand a` un
choix de (α, β, γ, δ), ou de (α′, β ′, γ′, δ′), ou encore de (α′′, β ′′, γ′′, δ′′) apparaıˆt
une et une seule fois.
En effet, nous ve´rifions tout d’abord pour la premie`re famille, que l’auto-intersec-
tion :
µ− β = µ− β, 1 + α+ 2β = 1 + α + 2β γ = γ δ = δ,
est vide, c’est-a`-dire implique α = α, β = β, γ = γ, δ = δ, puis de meˆme pour la
deuxie`me famille :
µ−2β ′−γ′ = µ−2β ′−γ ′, 3β ′+γ′ = 3β′+γ′, α′+γ′ = α′+γ′, δ′ = δ′,
et aussi pour la troisie`me famille :
µ− 2α′′ − 2γ′′ − δ′′ = µ− 2α′′ − 2γ′′ − δ′′, 3α′′ + 2γ′′ + δ′′ = 3α′′ + 2γ ′′ + δ′′,
γ′′ = γ′′, β′′ + γ′′ = β′′ + γ′′.
Ensuite, des formules pour l’intersection entre la premie`re et la deuxie`me famille :
−β = −2β ′ − γ′, 1 + α + 2β = 3β ′ + γ′, γ = 1 + α′ + γ′, δ = δ′,
Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en dimension 2 911
de´coule l’e´quation α = −γ′− β ′− 1, impossible parce que l’exposant entier α doit
impe´rativement eˆtre > 0. De meˆme, l’intersection entre la premie`re et la troisie`me
famille :
−β = −2α′′−2γ′′−δ′′, 1+α+2β = 3α′′+2γ′′+δ′′, γ = γ′′, δ = 1+β ′′+γ′′,
implique l’e´quation impossibleα = −1−α′′−2γ′′−δ′′, et enfin aussi, l’intersection
entre la deuxie`me et la troisie`me famille :
−2β ′ − γ′ = −2α′′ − 2γ′′ − δ′′, 3β ′ + γ′ = 3α′′ + 2γ′′ + δ′′,
1 + α′ + γ′ = γ′′, δ′ = 1 + β ′′ + γ′′,
d’ou` de´coule γ′ = δ′′ +2γ′′, implique l’e´quation impossible α′ = −1− γ′′− δ′′, ce
qui de´montre l’assertion. 
Ainsi, nous pouvons supprimerQ0, S0 et U0, et nous sommes ramene´s a` e´tudier
l’identite´ restante, qui est du type :
0 ≡
(
Λ3
∣∣
0
)µ[
Λ51
∣∣
0
R0
(
Λ51|0 Λ
5
1|0
Λ3|0
, M8
∣∣
0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
, N12
∣∣
0
)
+
+M8
∣∣
0
T0
(
Λ51|0 Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ51|0M
8|0
Λ3|0
, N12
∣∣
0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
)
+N12
∣∣
0
V0
(
Λ51|0 Λ
5
1|0 Λ
5
1|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0M
8|0
Λ3|0 Λ3|0
,
Λ51|0N
12|0
Λ3|0
,
Λ51|0 Λ
5
1|0N
12|0
Λ3|0 Λ3|0
)]
.
Assertion Les trois familles de monoˆmes :
(iv) (Λ3∣∣
0
)µ−α−2γ(
Λ51
∣∣
0
)1+2α+3γ(
M8
∣∣
0
)β(
N12
∣∣
0
)δ
,
(v) (Λ3∣∣
0
)µ−2α′−β′−2δ′(
Λ51
∣∣
0
)3α′+β′+2δ′(
M8
∣∣
0
)1+β′+δ′(
N12
∣∣
0
)γ′
,
(vi) (Λ3∣∣
0
)µ−2α′′−2β′′−γ′′−2δ′′(
Λ51
∣∣
0
)3α′′+2β′′+γ′′+2δ′′(
M8
∣∣
0
)β′′(
N12
∣∣
0
)1+γ′′+δ′′
,
ne contiennent aucune redondance, i.e. chaque monoˆme correspondand a` un
choix de (α, β, γ, δ), ou de (α′, β ′, γ′, δ′), ou encore de (α′′, β ′′, γ′′, δ′′) apparaıˆt
une et une seule fois.
En effet, il est tout d’abord facile de ve´rifier que chacune des trois auto-intersec-
tions est triviale. Ensuite, des formules pour l’intersection entre la premie`re et la
deuxie`me famille :
α+2γ = 2α′+β ′+2δ′, 1+2α+3γ = 3α′+β ′+2δ′, β = 1+β ′+δ′, δ = γ′,
de´coule l’e´quation 1+α+γ = α′ dont nous nous servons pour remplacer α′ dans la
seconde e´quation, ce qui conduit a` l’impossibilite´ 0 = 2 + α+ β ′ + 2δ′. De meˆme,
l’intersection entre la premie`re et la troisie`me famille :
α + 2γ = 2α′′ + 2β ′′ + γ′′ + 2δ′′, 1 + 2α + 3γ = 3α′′ + 2β ′′ + γ′′ + 2δ′′,
β = β ′′, δ = 1 + γ′′ + δ′′,
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conduit a` l’impossibilite´ 0 = 2+α+2β ′′+ γ′′+2δ′′ en remplac¸ant α′′ = 1+α+ γ
dans la seconde e´quation. Enfin, l’intersection entre la deuxie`me et la troisie`me
famille :
2α′ + β′ + 2δ′ = 2α′′ + 2β′′ + γ′′ + 2δ′′, 3α′ + β′ + 2δ′ = 3α′′ + 2β′′ + γ′′ + 2δ′′,
1 + β′ + δ′ = β′′, γ′ = 1 + γ′′ + δ′′,
conduit a` α′ = α′′, d’ou` β ′ + 2δ′ = 2β ′′ + γ′′ + 2δ′′, puis en re´e´crivant la troisie`me
e´quation et en y remplac¸ant−β ′−2δ′ par−2β ′′−γ′′−2δ′′, puis−β ′′ par−1−β ′−δ′ :
1 = β′′ − β′ − 2δ′ + δ′
= β′′ − 2β′′ − γ′′ − 2δ′′ + δ′
= −β′′ − γ′′ − 2δ′′ + δ′
= −1− β′ − γ′′ − 2δ′′,
e´quation tout aussi impossible que les deux pre´ce´dentes. Ceci ache`ve la de´monstra-
tion de notre lemme principal. 
Syzygies comple`tes et substitutions alge´briques. Nous parvenons enfin a` la dernie`-
re e´tape de la de´monstration de notre second the´ore`me. Soit P2×inv
(
j5f
)
un bi-
invariant quelconque, et reprenons son de´veloppement en puissances positives et
ne´gatives de f ′1 :
P2×inv =
∑
− 4
5
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
,
que nous avions obtenu pour le repre´senter en injectant (artificiellement) les six bi-
invariants fantoˆmes dans une expression initiale qui ne montrait que Λ3, Λ51, Λ71,1 et
Λ91,1,1. Choisissons l’exposant a maximalement ne´gatif et examinons le polynoˆme :
Pa
(
Λ3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
.
Notre base de Gro¨bner pour les bi-invariants restreints est obtenue a` partir de nos
15 syzygies fondamentales restreintes, et ce au moyen d’un certain nombre d’ope´ra-
tions alge´briques e´le´mentaires : multiplication et addition d’e´quations, calcul de S-
polynoˆmes et divisions euclidiennes subse´quentes, ope´rations autorise´es dans toute
structure d’ide´al alge´brique. Il en de´coule que les meˆmes ope´rations qui produisent
les 21 e´quations normalise´es satisfaites sur {f ′1 = 0} peuvent aussi eˆtre conduites
sans poser f ′1 = 0, et alors elles produisent, a` partir des 15 syzygies comple`tes, la
meˆme liste de 21 e´quations dans laquelle chaque identite´ “0 ≡” doit eˆtre remplace´
par “O(f ′1) ≡”, le terme O(f ′1) de´signant un reste, variable selon le contexte, qui
de´pend a priori de tous les onze bi-invariants8 et qui s’annule lorsqu’on fait f ′1 =
8 Ici, le raisonnement fonctionne seulement si l’alge`bre comple`te des bi-invariant doit coı¨ncider
a priori avec l’alge`bre engendre´e par crochets : sous cette condition, le reste derrie`re f ′1 doit alors
ne´cessairement eˆtre fonction des onze bi-invariants. Toutefois, nous allons voir dans un instant
que de nouveaux bi-invariants fondamentaux “fantoˆmes” se cachent derrie`re f ′1, exactement comme
nous avions interpre´te´ Λ91,1,1, M101 , N12, K121,1, H141 et F 161,1, ces nouveaux bi-invariants n’e´tant pas
construits par crochet.
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0, c’est-a`-dire qui est multiple de f ′1. Par conse´quent, si nous appliquons a` Pa
la meˆme normalisation modulo les syzygies que dans le lemme principal (ce qui
revient a` substituer toutes les occurences des monoˆmes de teˆte), mais sans prendre
la restriction a` {f ′1 = 0}, nous obtenons une expression du meˆme type, et ce, avec
un reste :
Pa = Pa
(
Λ3, Λ51, M
8, N12
)
+ Λ71,1Qa
(
Λ51, Λ
7
1,1, M
8, N12
)
+
+ Λ91,1,1Ra
(
Λ71,1, M
8, Λ91,1,1, N
12
)
+M101 Sa
(
M8, Λ91,1,1, M
10
1 , N
12
)
+
+K121,1 Ta
(
Λ91,1,1, M
10
1 , N
12, K121,1
)
+H141 Ua
(
Λ91,1,1, N
12, K121,1, H
14
1
)
+
+ F 161,1 V
(
Λ91,1,1, K
12
1,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
+
+ f ′1 reste
(
f ′1,Λ
3,Λ51,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
,
a priori non controˆle´, mais qui est heureusement repousse´ dans les puissances
supe´rieures (f ′1)a+1, (f ′1)a+2, . . . . Ainsi, nous normalisons l’expression du premier
polynoˆme Pa, a` savoir celui qui apparaıˆt dans la puissance maximalement ne´gative
de f ′1. Et enuite, nous soumettons le nouveau coefficient de (f ′1)a+1, qui vient de
subir l’interfe´rence du reste, et que nous noterons encore Pa, nous soumettons ce
nouveau coefficient au meˆme processus de normalisation modulo les 21 syzygies
non restreintes, et ainsi de suite, jusqu’a` l’exposant maximalement positif (toujours
borne´ par m) de f ′1, ce qui nous donne une expression finale de la forme :
P2×inv
(
j5f
)
=
∑
− 4
5
m6a6m
(f ′1)
a
[
Pa
(
Λ3, Λ51, M
8, N12
)
+ Λ71,1Qa
(
Λ51, Λ
7
1,1, M
8, N12
)
+
+ Λ91,1,1Ra
(
Λ71,1, M
8, Λ91,1,1, N
12
)
+M101 Sa
(
M8, Λ91,1,1, M
10
1 , N
12
)
+
+K121,1 Ta
(
Λ91,1,1, M
10
1 , N
12, K121,1
)
+H141 Ua
(
Λ91,1,1, N
12, K121,1, H
14
1
)
+
+ F 161,1 Va
(
Λ91,1,1, K
12
1,1, H
14
1 , F
16
1,1
)]
.
Et maintenant enfin, nous pouvons achever la de´monstration : s’il existait des puis-
sances ne´gatives de f ′1 dans une telle somme, on multiplierait alors P2×inv
(
j5f
)
par la puissance positive minimale (f ′1)−a de f ′1 qui e´limine les de´nominateurs, on
poserait f ′1 = 0 et le lemme principal — which was specially designed on that
purpose — tuerait alors les sept polynoˆmes Pa, Qa, Ra, Sa, Ta, Ua et Va, ce qui
contredirait le choix de a. Il n’existe donc que des puissances positives de f ′1, et
comme tout polynoˆme de la forme ge´ne´rale
P
(
f ′1,Λ
3,Λ51,M
8, N12
)
+ Λ71,1Q
(
f ′1,Λ
5
1,Λ
7
1,1,M
8, N12
)
+
+ Λ91,1,1R
(
f ′1,Λ
7
1,1,M
8,Λ91,1,1, N
12
)
+M101 S
(
f ′1,M
8,Λ91,1,1,M
10
1 , N
12
)
+
+K121,1 T
(
f ′1,Λ
9
1,1,1,M
10
1 , N
12, K121,1
)
+H141 U
(
f ′1,Λ
9
1,1,1, N
12, K121,1, H
14
1
)
+
+ F 161,1 V
(
f ′1,Λ
9
1,1,1, K
12
1,1, H
14
1 , F
16
1,1
)
,
constitue trivialement un bi-invariant, e´crit qui plus est sous forme unique graˆce au
lemme fondamental, notre second the´ore`me est a` pre´sent comple`tement de´montre´.

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Observation. Dans cette dernie`re e´tape du raisonnement, les termes de reste ci-
dessus ont beau eˆtre divisibles par f ′1, il ne sont pas ne´cessairement polynomiaux
en nos onze bi-invariants fondamentaux ; si cela avait e´te´ le cas, la strate´gie aurait
fonctionne´ comme pour les jets d’ordre 4. Plus pre´cise´ment, lorsqu’on compare
la liste originale des 15 syzygies restreintes a` la liste comple`te des 21 syzygies
restreintes, les 6 syzygies ajoute´es sont de´duites des 15 initiales en autorisant a` di-
viser une syzygie par tout bi-invariant non identiquement nul qui est en facteur,
notamment par le wronskien Λ3, et c’est pour cette raison que les termes de reste
ci-dessus ne sont pas ne´cessairement polynomiaux en les onze bi-invariants fonda-
mentaux. Apre`s un examen de´taille´, on de´couvre donc l’existence de exactement
7 bi-invariants “fantoˆmes” supple´mentaires qui ne sont pas obtenus par crochets et
qui se cachent derrie`re f ′1, a` savoir :
X18 :=
−5Λ91,1,1M
10
1 + 56Λ
7
1,1K
12
1,1
f ′1
= f ′1f
′
1f
′
1
“
− 18816∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2
− 25088
ˆ
∆2,3
˜3
− 15
ˆ
∆1,5
˜2
∆1,2 − 150∆1,5∆2,4 ∆1,2
+ 315∆1,5∆1,4 ∆1,3 + 960∆1,5 ∆2,3∆1,3 − 375
ˆ
∆2,4
˜2
∆1,2 + 1575∆2,4∆1,4 ∆1,3
+ 4800∆2,4 ∆2,3∆1,3 − 392
ˆ
∆1,4
˜3
− 4704
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
”
− f ′1f
′
1f
′′
1
“
− 2475∆2,4∆1,4 ∆1,2
− 9900∆2,4 ∆2,3∆1,2 − 2850∆1,5
ˆ
∆1,3
˜2
+ 51330∆1,4 ∆2,3∆1,3
+ 92760
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3 − 14250∆2,4
ˆ
∆1,3
˜2
+ 7035
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3 − 495∆1,5∆1,4 ∆1,2
− 1980∆1,5 ∆2,3∆1,2
”
− f ′1f
′
1f
′′′
1
“
− 11100∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
− 3150∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2”
+ f ′1f
′′
1 f
′′
1
“
− 109440
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,2 − 19050∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
− 32325∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2
+ 11025∆1,5 ∆1,3∆1,2 + 55125∆2,4 ∆1,3 ∆1,2 − 6840
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,2
− 54720∆1,4 ∆2,3∆1,2
”
− f ′1f
′′
1 f
′′′
1
“
+ 30000
ˆ
∆1,3
˜3”
− f ′′1 f
′′
1 f
′′
1
“
11025∆1,5
ˆ
∆1,2
˜2
− 55125∆2,4
ˆ
∆1,2
˜2
+ 55125∆1,4 ∆1,3∆1,2 + 110250∆2,3∆1,3 ∆1,2
− 49000
ˆ
∆1,3
˜3”
.
X19 :=
−5M101 M
10
1 + 64M
8K121,1
f ′1
= f ′1
“
1170∆1,5 ∆1,4∆1,3 ∆1,2 − 45
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 450∆1,5∆2,4
ˆ
∆1,2
˜2
+ 74220
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
+ 3780∆1,5∆2,3 ∆1,3∆1,2 − 1600∆1,5
ˆ
∆1,3
˜3
− 1125
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 5850∆2,4 ∆1,4∆1,3 ∆1,2 + 18900∆2,4 ∆2,3∆1,3 ∆1,2
− 8000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜3
− 1344
ˆ
∆1,4
˜3
∆1,2 − 16128
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3 ∆1,2 + 1995
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
− 64512∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,2 + 27660∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
− 86016
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,2
”
+ f ′′1
“
− 74400∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
− 10800∆2,4∆1,4
ˆ
∆1,2
˜2
− 2160∆1,5∆1,4
ˆ
∆1,2
˜2
− 8640∆1,5 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 3600∆1,5
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 64800∆1,4 ∆2,3∆1,3 ∆1,2
− 43200∆2,4 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 18000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 10800
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3∆1,2
− 27600∆1,4
ˆ
∆1,3
˜3
+ 86400
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3 ∆1,2
”
+ f ′′′1
“
16000
ˆ
∆1,3
˜4”
.
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X21 :=
−5M101 N
12 + 8M8H141
f ′1
= − 135
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
− 1350∆1,5 ∆2,4
ˆ
∆1,2
˜3
+ 1350∆1,5∆1,4 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 2700∆1,5∆2,3 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 1200∆1,5
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 − 3375
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
+ 6750∆2,4∆1,4 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 13500∆2,4∆2,3 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 6000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2
− 576
ˆ
∆1,4
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
− 6912
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 495
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 27648∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 9540∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 1200∆1,4
ˆ
∆1,3
˜4
− 36864
ˆ
∆2,3
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
+ 32580
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 7200∆2,3
ˆ
∆1,3
˜4
.
X23 :=
−7N12K121,1 +M
8 F 161,1
f ′1
= f ′1
“
432∆1,5
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 3456∆1,5 ∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 1710∆1,5 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 3150∆1,5 ∆2,4∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 540∆1,5∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 1600∆1,5
ˆ
∆1,3
˜4
− 7875
ˆ
∆2,4
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 6912∆1,5
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 8000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜4
− 2352
ˆ
∆1,4
˜3
∆1,3∆1,2 − 23904
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3∆1,3 ∆1,2 + 2205
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
− 78336∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3∆1,2 + 34740∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
− 81408
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,3∆1,2
+ 72180
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
+ 2160∆2,4
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 17280∆2,4∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 8550∆2,4 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 34560∆2,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 2700∆2,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 315
ˆ
∆1,5
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2”
+ f ′′1
“
23625
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
− 47250∆2,4 ∆1,4∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 94500∆2,4 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 42000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 576
ˆ
∆1,4
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
+ 6912
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 20745
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 27648∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 945
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
+ 9450∆1,5∆2,4
ˆ
∆1,2
˜3
− 9450∆1,5 ∆1,4∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 18900∆1,5 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 8400∆1,5
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 71460∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 37200∆1,4
ˆ
∆1,3
˜4
+ 36864
ˆ
∆2,3
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
+ 48420
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 64800∆2,3
ˆ
∆1,3
˜4”
+ f ′′′1
“
16000
ˆ
∆1,3
˜5”
.
Y 23 :=
−8N12K121,1 +M
10
1 H
14
1
f ′1
=X23.
X25 :=
−56K121,1H
14
1 + 5M
10
1 F
16
1,1
f ′1
= f ′1 f
′
1
“
− 45
ˆ
∆1,5
˜2
∆1,4
ˆ
∆1,2
˜2
− 180
ˆ
∆1,5
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 3600
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
− 2800∆1,5∆1,4
ˆ
∆1,3
˜3
− 83200∆1,5 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
− 1125
ˆ
∆2,4
˜2
∆1,4
ˆ
∆1,2
˜2
− 4500
ˆ
∆2,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 90000
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 14000∆2,4∆1,4
ˆ
∆1,3
˜3
− 416000∆2,4 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
− 150528
ˆ
∆1,4
˜3
∆2,3 ∆1,2 − 903168
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆2,3
˜2
∆1,2
+ 163800
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
− 2408448∆1,4
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,2 + 1129500∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
− 9408
ˆ
∆1,4
˜4
∆1,2 + 3675
ˆ
∆1,4
˜3 ˆ
∆1,3
˜2
− 2408448
ˆ
∆2,3
˜4
∆1,2 + 2132400
ˆ
∆2,3
˜3 ˆ
∆1,3
˜2
− 450∆1,5 ∆2,4∆1,4
ˆ
∆1,2
˜2
− 1800∆1,5 ∆2,4∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 36000∆1,5∆2,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 11970∆1,5
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3 ∆1,2
+ 187920∆1,5
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3∆1,2 + 59850∆2,4
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3∆1,2
+ 939600∆2,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3∆1,2 + 474300∆2,4∆1,4 ∆2,3∆1,3 ∆1,2
+ 94860∆1,5∆1,4 ∆2,3∆1,3 ∆1,2
”
+ f ′1f
′′
1
“
− 2556600∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
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− 5014200
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
− 187950
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
+ 5621760∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3∆1,2
+ 5652480
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,3 ∆1,2 − 2764800∆2,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 99000∆2,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 500000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜4
+ 174720
ˆ
∆1,4
˜3
∆1,3 ∆1,2
+ 1751040
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3 ∆1,3∆1,2 − 276480∆1,5∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 105300∆1,5 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 552960∆1,5
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 19800∆1,5∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 100000∆1,5
ˆ
∆1,3
˜4
+ 551250
ˆ
∆2,4
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 172800∆2,4
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 1382400∆2,4∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 526500∆2,4 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 34560∆1,5
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 22050
ˆ
∆1,5
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 220500∆1,5 ∆2,4∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2”
+ f ′1f
′′′
1
“
28000∆1,4
ˆ
∆1,3
˜4
+ 472000∆2,3
ˆ
∆1,3
˜4”
+ f ′′1 f
′′
1
“
330750∆1,5∆1,4 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 661500∆1,5 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 294000∆1,5
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 − 330750∆1,5∆2,4
ˆ
∆1,2
˜3
+ 1653750∆2,4 ∆1,4∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 3307500∆2,4 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 1470000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 − 2880
ˆ
∆1,4
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
− 34560
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 812475
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 138240∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 33075
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
+ 1446000∆1,4
ˆ
∆1,3
˜4
− 184320
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,2
˜2
− 3077100
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
+ 2844000∆2,3
ˆ
∆1,3
˜4
− 826875
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
− 3192300∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
”
+ f ′′1 f
′′′
1
“
− 640000
ˆ
∆1,3
˜5”
.
X27 :=
−7H141 H
14
1 + 5N
12 F 161,1
f ′1
= f ′1
“
− 1032192∆1,4
ˆ
∆2,3
˜3 ˆ
∆1,2
˜2
− 186300∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜4
− 3375
ˆ
∆2,4
˜2
∆1,4
ˆ
∆1,2
˜3
+ 5625
ˆ
∆2,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 540
ˆ
∆1,5
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜3
+ 12705
ˆ
∆1,4
˜3 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
+ 1320720
ˆ
∆2,3
˜3 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 − 64512
ˆ
∆1,4
˜3
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 225
ˆ
∆1,5
˜2 ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 135
ˆ
∆1,5
˜2
∆1,4
ˆ
∆1,2
˜3
− 13500
ˆ
∆2,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,2
˜3
− 387072
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 1350∆1,5 ∆2,4∆1,4
ˆ
∆1,2
˜3
− 5400∆1,5 ∆2,4∆2,3
ˆ
∆1,2
˜3
+ 2250∆1,5 ∆2,4
ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 3510∆1,5
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 10650∆1,5 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 45360∆1,5
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 38100∆1,5 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 17550∆2,4
ˆ
∆1,4
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 53250∆2,4 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 226800∆2,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 190500∆2,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 187560
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
+ 877140∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2 + 8000∆1,5
ˆ
∆1,3
˜5
+ 40000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜5
− 4032
ˆ
∆1,4
˜4 ˆ
∆1,2
˜2
− 9975
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜4
− 1032192
ˆ
∆2,3
˜4 ˆ
∆1,2
˜2
− 563100
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜4
+ 126900∆2,4∆1,4 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 25380∆1,5 ∆1,4 ∆2,3∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2”
+ f ′′1
“
− 259200∆2,4∆1,4 ∆2,3
ˆ
∆1,2
˜3
− 518400∆2,4
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
+ 432000∆2,4 ∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2
∆1,2
˜2
− 90000∆2,4
ˆ
∆1,3
˜4
∆1,2 + 32400
ˆ
∆1,4
˜3
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
+ 324000
ˆ
∆1,4
˜2
∆2,3 ∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 136800
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 1036800∆1,4
ˆ
∆2,3
˜2
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 878400∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 186000∆1,4
ˆ
∆1,3
˜5
+ 1036800
ˆ
∆2,3
˜3
∆1,3
ˆ
∆1,2
˜2
− 1324800
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,3
˜3
∆1,2 + 564000∆2,3
ˆ
∆1,3
˜5
+ 108000∆2,4∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
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− 103680∆1,5
ˆ
∆2,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
− 6480∆1,5
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜3
− 51840∆1,5 ∆1,4∆2,3
ˆ
∆1,2
˜3
+ 21600∆1,5 ∆1,4
ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
+ 86400∆1,5∆2,3
ˆ
∆1,3
˜2 ˆ
∆1,2
˜2
− 18000∆1,5
ˆ
∆1,3
˜4
∆1,2 − 32400∆2,4
ˆ
∆1,4
˜2 ˆ
∆1,2
˜3”
+ f ′′′1
“
− 80000
h
∆1,3
˜6”
.
Toutes les tentatives de calcul alge´brique pour e´galer l’un de ces 6 bi-invariants
supple´mentaires a` un certain polynoˆme entre les 11 bi-invariants que nous connais-
sons de´ja` conduisent a` un e´chec. Toutefois, nous ve´rifierons dans un instant que
X27 = M8X19,
et nous e´tablirons que les 11 + 5 = 16 bi-invariants :
f ′1, Λ
3, Λ51, Λ
7
1,1, M
8, Λ91,1,1, M
10
1 , N
12, K121,1, H
14
1 , F
16
1,1
X18, X19, X21, X23, X25
sont mutuellement inde´pendants. De surcroıˆt, nous allons constater que de nou-
veaux bi-invariants “fantoˆmes” doivent encore ne´cessairement apparaıˆtre.
De´duction de relations impliquant le wronskien et X18, . . . , X27. Sans poser
f ′1 = 0, multiplions l’e´quation “
10
≡” par M10 :
0 ≡ −7Λ51 Λ
7
1,1M
10
1 + 3Λ
3Λ91,1,1M
10
1 − f
′
1f
′
1M
10
1 M
10
1 .
´Eliminons le binoˆme souligne´ Λ51M101 graˆce a` “
18
≡” multiplie´e par Λ71,1 :
0 ≡ −
56
5
Λ71,1 Λ
7
1,1M
8 −
7
5
f ′1 Λ
7
1,1H
14
1 + 3Λ
3Λ91,1,1M
10
1 − f
′
1f
′
1M
10
1 M
10
1 .
Enfin, si nous e´liminons le binoˆme souligne´ Λ71,1M8 graˆce a` l’e´quation (imme´diate-
ment de´duite de “51≡” et de “18≡”) suivante :
0
f51
≡ −Λ71,1M
8 + 3Λ3K121,1 − f
′
1H
14
1
multiplie´e par Λ71,1, nous obtenons une identite´ :
0 ≡ Λ3
(
− 5Λ91,1,1M
10
1 + 56Λ
7
1,1K
12
1,1
)
+ f ′1
(
5
3
f ′1M
10
1 M
10
1 −
49
3
Λ71,1H
14
1
)
dans laquelle apparaıˆt f ′1X18.
En proce´dant de manie`re analogue pour X19, X21, X23, X25 et X27, et en
e´liminant a` la fin le facteur non identiquement nul f ′1, nous obtenons de nouvelles
syzygies impliquant nos six nouveaux bi-invariants :
0
a
≡ −49Λ71,1H
14
1 + 3Λ
3X18 + 5 f ′1M
10
1 M
10
1 ,
0
b
≡ 5M101 N
12 − 56M8H141 + 3Λ
3X19,
0
c
≡ 5N12N12 + 64M8M8M8 + 3Λ3X21,
0
d
≡ 7N12H141 + 8M
8M8M101 + 3Λ
3X23,
0
e
≡ 35N12 F 161,1 − 448M
8M8K121,1 + 40M
8M101 M
10
1 + 3Λ
3X25,
0
f
≡ 5M8M101 N
12 − 56M8M8H141 + 3Λ
3X27.
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Ce ne sont pas les seules syzygies supple´mentaires : par exemple :
0 ≡ Λ91,1,1H
14
1 − 8Λ
7
1,1 F
16
1,1 + Λ
5
1X
18,
0 ≡M101 H
14
1 − 8M
8 F 161,1 + Λ
5
1X
19,
0 ≡ N12H141 + 8M
8M8M101 + Λ
5
1X
21,
0 ≡ N12 F 161,1 +M
8M101 M
10
1 + Λ
5
1X
23.
et d’autres encore peuvent eˆtre forme´es, que nous ne rechercherons pas ici.
Restriction a` {f ′1 = 0}. L’expression en fonction de j5f de nos six nouveaux
bi-invariants se simplifie lorsqu’on pose f ′1 = 0 :
X18
∣∣
0
= f ′′1 f
′′
1 f
′′
1
(
11025∆1,50
[
∆1,20
]2
+ 55125∆2,40
[
∆1,20
]2
− 55125∆1,40 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0
− 110250∆2,30 ∆
1,3
0 ∆
1,2
0 + 49000
[
∆1,30
]3)
,
et l’on a des expressions similaires pour X19
∣∣
0
, X21
∣∣
0
, X23
∣∣
0
, X25
∣∣
0
et X27
∣∣
0
. En
fait, graˆce a` nos six nouvelles syzygies “ a≡”, “ b≡”, “ c≡”, “ d≡”, “ e≡” et “
f
≡” faisant
intervenir le wronskien, nous pouvons exprimer ces restrictions en fonction seule-
ment des quatre bi-invariants restreints alge´briquement inde´pendants que sont Λ3
∣∣
0
,
Λ51
∣∣
0
, M8
∣∣
0
et N12
∣∣
0
(tout en rappelant les expressions les expressions que nous
connaissons de´ja`) :
Λ3
∣∣
0
, Λ51, Λ
7
1,1
∣∣
0
= 53
Λ5
1
Λ5
1
Λ3
∣∣∣
0
, M8
∣∣
0
,
Λ91,1,1
∣∣
0
= 359
Λ5
1
Λ5
1
Λ5
1
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
, M101
∣∣
0
= 83
M8 Λ5
1
Λ3
∣∣∣
0
, N12
∣∣
0
,
K121,1
∣∣
0
= 59
M8 Λ5
1
Λ5
1
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
, H141
∣∣
0
= 53
N12 Λ5
1
Λ3
∣∣∣
0
, F 161,1
∣∣
0
= 359
Λ5
1
Λ5
1
N12
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
,
X18
∣∣
0
= 1225
Λ5
1
Λ5
1
Λ5
1
N12
Λ3 Λ3 Λ3
∣∣∣
0
, X19
∣∣
0
= 803
Λ5
1
M8 N12
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
,
X21
∣∣
0
= − 53
N12 N12
Λ3
∣∣∣
0
− 643
M8 M8 M8
Λ3
∣∣∣
0
, X23
∣∣
0
= − 359
Λ5
1
N12 N12
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
− 649
Λ5
1
M8 M8 M8
Λ3
∣∣∣
0
,
X25
∣∣
0
= −1225 Λ
5
1
Λ5
1
N12 N12
Λ3 Λ3 Λ3
∣∣∣
0
− 32027
Λ5
1
Λ5
1
M8 M8 M8
Λ3 Λ3 Λ3
∣∣∣
0
, X27
∣∣
0
= 803
Λ5
1
M8 M8 N12
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
.
Assertion Le bi-invariantX18 ne s’exprime pas comme un certain polynoˆme en les
onze bi-invariants construits par crochets f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1, M8, Λ91,1,1, M101 , N12,
K121,1, H
14
1 et F
16
1,1.
Preuve. Par l’absurde, supposons que
X18 =
∑
coeff ·
(
f ′1
)a (
Λ3
)b (
Λ51
)c (
Λ71,1
)d (
M8
)e (
Λ91,1,1
)f (
M101
)g(
N12
)h (
K121,1
)i (
H141
)j (
F 161,1
)k
,
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avec des exposants entiers a, b, c, d, e, f , g, h, i, j et k tous > 0, et posons f ′1 = 0
pour en de´duire une relation de la forme :
(Λ5)3N12
(Λ3)3
∣∣∣
0
=
∑
coeff ·
(
Λ3
)b (
Λ51
)c (Λ51 Λ51
Λ3
)d (
M8
)e (Λ51 Λ51 Λ51
Λ3 Λ3
)f (
Λ51M
8
Λ3
)g
(
N12
)h (Λ51 Λ51M8
Λ3 Λ3
)i (
Λ51N
12
Λ3
)j (
Λ51 Λ
5
1N
12
Λ3 Λ3
)k∣∣∣
0
=
∑
coeff ·
(
Λ3
)b−d−2f−g−2i−j−2k (
Λ51
)c+2d+3f+g+2i+j+2k(
M8
)e+g+i (
N12
)h+j+k
.
Si nous identifions alors les exposants des quatre quantite´s alge´briquement inde´pen-
dantes : 
3 = −b+ d+ 2f + g + 2i+ j + 2k,
3 = c+ 2d+ 3f + g + 2i+ j + 2k,
0 = e + g + i,
1 = h + j + k,
nous de´duisons e = g = i = 0 de la troisie`me ligne, puis 0 = c + b + d + f en
soustrayant la premie`re de la seconde, d’ou` c = b = d = f = 0, ce qui fait que
premie`re et quatrie`me ligne se simplifient comme :
3 = j + 2k et 1 = h + j + k,
d’ou` h = 0, puis k = 2 et enfin 3 = j + 4, ce qui est impossible. 
Assertion Le bi-invariant X19 ne s’exprime pas comme un certain polynoˆme en
les douze bi-invariants f ′1, Λ3, Λ51, Λ71,1, M8, Λ91,1,1, M101 , N12, K121,1, H141 , F 161,1 X18.
Preuve. Le meˆme raisonnement que pour l’assertion pre´ce´dente teste l’existence
d’une repre´sentation restreinte de la forme :
Λ5M8N12
Λ3 Λ3
∣∣∣
0
=
∑
coeff ·
(
Λ3
)b−d−2f−g−2i−j−2k−3l (
Λ51
)c+2d+3f+g+2i+j+2k+3l
(
M8
)e+g+i (
N12
)h+j+k+l∣∣∣
0
,
laquelle conduit au syste`me suivant de quatre e´quations entre entiers > 0 :
2− b+ d+ 2f + g + 2i+ j + 2k + 3l,
1 = c+ 2d+ 3f + g + 2i+ j + 2k + 3l,
1e+ g + i,
1h+ j + k,
et ici, la contradiction se voit imme´diatement en soustrayant la premie`re e´quation
de la seconde, ce qui nous donne l’e´quation impossible−1 = c+ b+ d+ f . 
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Suite. Par des raisonnements similaires, on e´tablit — comme annonce´ — qu’il est
re´ellement ne´cessaire d’introduire les 5 bi-invariants supple´mentaires :
X18, X19, X21, X23, X25,
lesquels ne sont pas engendre´s par crochets.
Poursuite du processus d’engendrement. Mais ce n’est pas tout : graˆce a` la liste
des valeurs que prennent nos 16 bi-invariants en f ′1 = 0, nous constatons qu’il nous
faut introduire encore d’autres bi-invariants, notamment :
−7Λ71,1 F
16
1,1+Λ
5
1X
18
f ′1
,
−5Λ91,1,1 F
16
1,1+Λ
7
1,1X
18
f ′1
,
−49K121,1H
14
1 +M
8X18
f ′1
,
−56K121,1 F
16
1,1+M
10
1 X
18
f ′1
,
−7H141 F
16
1,1+N
12X18
f ′1
,
−5F 161,1 F
16
1,1+H
14
1 X
18
f ′1
,
−48M8N12+Λ3X19
f ′1
,
−6M101 H
14
1 +Λ
5
1X
19
f ′1
,
−48K121,1H
14
1 +Λ
7
1,1X
19
f ′1
,
−48K121,1 F
16
1,1+Λ
9
1,1,1X
19
f ′1
,
et ensuite, il nous faut encore soumettre chacune de ces expressions au test de savoir
si elle ne s’exprime pas polynomialement en fonction d’une liste croissante de bi-
invariants connus a` l’e´tape pre´ce´dente.
Question. L’alge`bre DS52 posse`de-t-elle une infinite´ de bi-invariants fondamen-
taux?
§8. Calculs de caracte´ristique d’Euler
Surfaces alge´briques complexes projectives dans P3(C). Soit X ⊂ P3(C) une
surface alge´brique complexe projective lisse de degre´ d > 1. D’apre`s [2], lorsque
x parcourt X , la re´union des fibres
(
DSκ2,m
)
x
que nous avons e´tudie´es d’un point
de vue purement alge´brique en un point fixe´, s’organise de manie`re cohe´rente en un
sous-fibre´ DSκ2,mT ∗X du fibre´ Jκ(C, X) des jets d’ordre κ d’applications holomor-
phes de C a` valeurs dans X . Nous renvoyons le lecteur a` [2, 5] pour de plus amples
informations ge´ome´triques. Pour fixer les ide´es, choisissons maintenant κ = 4.
`A chaque monoˆme bi-invariant parmi les deux listes fournies par le premier
the´ore`me, a` savoir :
(f ′1)
a
(
Λ3
)b (
Λ71,1
)d (
M8
)e
ou Λ51 (f
′
1)
a
(
Λ3
)b (
Λ71,1
)d (
M8
)e
correspond alors le fibre´ de Schur9 :
Γ(a+b+3d+2e, b+d+2e) T ∗X ou Γ
(2+a+b+3d+2e, 1+b+d+2e) T ∗X ,
9 Pour obtenir les deux entiers l1 et l2 de Γ(l1, l2)T ∗X , rappellons qu’il suffit de compter le nom-
bre de fois qu’apparaissent les indices “(·)1 et “(·)2” dans chacun de ces monoˆmes, sachant qu’ils
apparaissent chacun exactement une fois dans tout de´terminant ∆α,β .
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de telle sorte que DS42,mT ∗X est isomorphe a` la somme directe de ces deux familles
de fibre´s de Schur, ou` le quadruplet d’entiers positifs ou nuls (a, b, d, e) prend toutes
les valeurs telles que a+ 3b+ 7d+ 8e = m pour la premie`re famille, et ou` il prend
toutes les valeurs satisfaisant 5 + a + 3b+ 7d+ 8e = m pour la deuxie`me famille.
Retour sur le choix d’une base de Gro¨bner pour les jets d’ordre 4. Nous n’avons
pas encore fait remarquer que notre choix de Λ51 Λ51
∣∣
f ′1=0
comme monoˆme de teˆte
dans l’unique syzygie restreinte qui existe entre les cinq bi-invariants fondamentaux
restreints Λ3
∣∣
0
, Λ51
∣∣
0
, Λ71,1
∣∣
0
et M8
∣∣
0
au niveau κ = 4 n’e´tait pas en harmonie avec
le choix d’ordre lexicographique que nous avions fait au niveau κ = 5 et qui nous
avait fournit une base de 21 syzygies faisant apparaıˆtre un triangle remarquable de
monoˆmes de teˆte. En effet, si nous voulions re´tablir la cohe´rence entre les deux
niveaux κ = 4 et κ = 5, nous devrions, au niveau κ = 4, choisir plutoˆt l’ordre
purement lexicographique de´duit de l’ordre suivant entre bi-invariants restreints :
Λ3 > Λ51 > Λ
7
1,1 > M
8
(nous sous-entendons ici la mention “(·)f ′1=0”), ce qui conduit a` changer de monoˆme
de teˆte dans l’unique syzygie restreinte existante :
0 ≡ −5Λ51 Λ
5
1 + 3Λ
3Λ71,1
∣∣
f ′1=0
.
Lemme Avec ce nouveau choix d’ordre qui anticipe une harmonie avec le niveau
suivant κ = 5, tout polynoˆme bi-invariant de poids m dans DS42,m s’e´crit de
manie`re unique :
P2×inv
(
j4f
)
= P
(
f ′1,Λ
3,Λ51,M
8
)
+Λ71,1Q
(
f ′1,Λ
5
1,Λ
7
1,1,M
8
)
=
∑
a+3b+5c+8e=m
coeff · (f ′1)
a
(
Λ3)b
(
Λ51
)c (
M8
)e
+
+
∑
7+a+5c+7d+8e=m
coeff · Λ71,1 (f
′
1)
a
(
Λ51
)c (
Λ71,1
)d (
M8
)e
,
et par conse´quent, le fibre´ de Demailly-SempleDS42,mT ∗X est isomorphe a` la somme
directe suivante de fibre´s de Schur :
DS42,mT
∗
X =
⊕
a+3b+5c+8e=m
Γ(a+b+2c+2e, b+c+2e) T ∗X⊕
7+a+5c+7d+8e=m
Γ(3+a+2c+3d+2e, 1+c+d+2e) T ∗X .
Caracte´ristique d’Euler des fibre´s de Schur. Si ci = ci(TX), i = 1, 2, de´signent
les classes de Chern de d’une surface complexe X , on a la formule suivante ([5]) :
χ
(
X, Γ(l1,l2) T ∗X
)
=
1
6
c21
[
l31 − l
3
2
]
−
1
6
c2 (l1 − l2)
3 +O
(
|λ|2
)
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pour la caracte´ristique d’Euler du fibre´ de Schur Γ(l1,l2)T ∗X . Mentionnons au passage
que pour X de dimension trois, la formule devient :
− χ
(
X, Γ(l1,l2,l3) T ∗X
)
=
=
−c3
1! 2! 3!
∣∣∣∣∣∣
l1 l2 l3
l21 l
2
2 l
2
3
l31 l
3
2 l
3
3
∣∣∣∣∣∣+ −c1c2 + c30! 2! 4!
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
l21 l
2
2 l
2
3
l41 l
4
2 l
4
3
∣∣∣∣∣∣+
+
−c31 + 2 c1c2 − c3
0! 1! 5!
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
l1 l2 l3
l51 l
5
2 l
5
3
∣∣∣∣∣∣+O(|l|5),
puis pour X de dimension quatre :
χ
(
X, Γ(l1,l2,l3,l4) T ∗X
)
=
−c41 + 3 c
2
1c2 − c
2
2 − 2 c1c3 + c4
0! 1! 2! 7!
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
l1 l2 l3 l4
l21 l
2
2 l
2
3 l
2
4
l71 l
7
2 l
7
3 l
7
4
∣∣∣∣∣∣∣∣+
+
−c4
1! 2! 3! 4!
∣∣∣∣∣∣∣∣
l1 l2 l3 l4
l21 l
2
2 l
2
3 l
2
4
l31 l
3
2 l
3
3 l
3
4
l41 l
4
2 l
4
3 l
4
4
∣∣∣∣∣∣∣∣+
−c1c3 + c4
0! 2! 3! 5!
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
l21 l
2
2 l
2
3 l
2
4
l31 l
3
2 l
3
3 l
3
4
l51 l
5
2 l
5
3 l
5
4
∣∣∣∣∣∣∣∣+
+
−c21c2 + c
2
2 + c1c3 − c4
0! 1! 3! 6!
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
l1 l2 l3 l4
l31 l
3
2 l
3
3 l
3
4
l61 l
6
2 l
6
3 l
6
4
∣∣∣∣∣∣∣∣+
c1c3 − c22
0! 1! 4! 5!
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
l1 l2 l3 l4
l41 l
4
2 l
4
3 l
4
4
l51 l
5
2 l
5
3 l
5
4
∣∣∣∣∣∣∣∣+O
(
|l|9
)
,
et enfin, ajoutons qu’il ne serait pas difficile de fournir la formule ge´ne´rale, valable
en dimension quelconque.
Sommations de caracte´ristiques. En revenant a` la dimension deux, nous de´duisons
tout d’abord trivialement du lemme pre´ce´dent la formule sommatoire suivante pour
la caracte´ristique d’Euler de la premie`re somme directe de fibre´s de Schur :
χ
(
X,
⊕
a+3b+5c+8e=m
Γ(a+b+2c+2e, b+c+2e) T ∗X
)
=
∑
a+3b+5c+8e=m
χ
(
X, Γ(a+b+2c+2e, b+c+2e) T ∗X
)
,
et ensuite, graˆce a` une table de calculs line´aires destine´e a` e´liminer l’exposant a :
m = a+ 3b+ 5c+ 8e,
l1 = a+ b+ 2c+ 2e
= m− 2b− 3c− 6e,
l2 = b+ c+ 2e,
l1 − l2 = m− 3b− 4c− 8e,
ce qui nous permet de remplacer
∑
a+3b+5c+8e=m par
∑
3b+5c+8e6m, nous pouvons
calculer les deux coefficients rationnels A1 ∈ m6 ·Q et A2 ∈ m6 ·Q qui apparaissent
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devant c21 et devant −c2 lorsqu’on effectue la premie`re somme de caracte´ristiques,
que nous appellerons “A” (la seconde s’appellera “B”) :
A1 =
1
6
∫ m
8
0
de
∫ m−8e
5
0
dc
∫ m−5c−8e
3
0
db
[
(m− 2b− 3c− 6e)3 − (b+ c+ 2e)3
]
+O(m5)
=
937 m6
28 800 000
,
A2 =
1
6
∫ m
8
0
de
∫ m−8e
5
0
dc
∫ m−5c−8e
3
0
db (m− 3b− 4c− 8e)3 +O(m5)
=
13 m6
900 000
,
ou` nous avons utilise´ le fait que les sommes de Riemann sont suffisamment bien
approxime´es par des inte´grales si l’on s’inte´resse seulement au coefficient de m6.
Ensuite, si nous proce´dons de la meˆme manie`re pour la deuxie`me somme directe
de fibre´s de Schur :
χ
(
X,
⊕
7+a+5c+7d+8e=m
Γ(3+a+2c+3d+2e, 1+c+d+2e) T ∗X
)
=
∑
7+a+5c+7d+8e=m
χ
(
X, Γ(3+a+2c+3d+2e, 1+c+d+2e) T ∗X
)
=
∑
a+5c+7d+8e=m
χ
(
X, Γ(a+2c+3d+2e, c+d+2e) T ∗X
)
+O(m5),
en observant que de´calage de 7 dans le poids m, ainsi que les deux de´calages de
3 et de 1 dans l1 et dans l2 ne contribuent en fait qu’en O(m5) dans le re´sultat
final, ce qui nous permet de les ne´gliger, nous pouvons dresser une table de calculs
e´le´mentaires analogue a` la pre´ce´dente :
m = a+ 5c+ 7d+ 8e,
l1 = a+ 2c+ 3d+ 2e
= m− 3c− 4d− 6e,
l2 = c+ d+ 2e,
l1 − l2 = m− 4c− 5d− 8e,
remplacer
∑
a+5c+7d+8e=m par
∑
5c+7d+8e6m apre`s avoir e´limine´ a, de telle sorte
que nous sommes ramene´s a` calculer les deux inte´grales suivantes :
B1 =
∫ m
8
0
de
∫ m−8e
7
0
dd
∫ m−7d−8e
5
0
dc
[
(m− 3c− 4d− 6e)3 − (c+ d+ 2e)3
]
+O(m5)
=
559 819 m6
34 574 400 000
+ O(m5),
B2 =
∫ m
8
0
de
∫ m−8e
7
0
dd
∫ m−7d−8e
5
0
dc (m− 4c− 5d− 8e)3 +O(m5)
=
36949 m6
4 321 800 000
+ O(m5).
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En de´finitive, nous obtenons les deux coefficients rationnels totaux C1 ∈ m6 · Q et
C2 ∈ m6Q de c21 et de −c2 :
C1 = A1 + B1 =
1797 m6
36 879 360
+ O(m5),
C2 = A2 + B2 =
848 m6
36 879 360
+ O(m5).
Application. Les classes de Chern ci = ci(TX), i = 1, 2, de X sont relie´es au degre´
d de X par c21 = (4− d)2d et c2 = d (d2 − 4d+ 6).
Proposition En dimension deux pour les jets d’ordre quatre, la caracte´ristique
d’Euler de DS42,mT ∗X vaut :
χ
(
X,DS42,mT
∗
X
)
=
m6
36 879 360
(
1 797 c21 − 848 c2
)
+O(m5),
donc si l’on pose :
C := 1 797
848
= 2, 119 · · · ,
alors en re´exprimant le tout en fonction du degre´, on a l’e´quivalence :
χ
(
X,DS42,mT
∗
X
)
∼
1 797m6
36 879 360
d qC(d),
quand m→∞, avec un polynoˆme quadratique
qC(d) := d
2(C − 1)− d(8 C − 4) + 16 C − 6
qui est positif pour tout degre´ d > 9.
Remarque. Le quotient C des coefficients de c21 et de c2 vaut 4726 = 1, 807 · · ·
pour les jets d’ordre 3, d’ou` qC(d) est positif pour tout d > 11 (cf. [5]), et il
vaut 13
9
= 1, 444 · · · pour les jets d’ordre 2 (cf. [2]), d’ou` qC(d) est positif pour
tout d > 15. Demailly a conjecture´ que ce quotient tend vers l’infini avec κ. Les
valeurs nume´riques 1, 44 · · · , 1, 80 · · · et 2, 12 · · · sugge`rent une certaine lenteur de
la convergence potentielle.
Corollaire Si A est un fibre´ en droites ample sur X , pour tout m suffisamment
grand, il y a des sections globales deDS42,mT ∗X⊗A−1 lorsque d > 9, et toute courbe
entie`re f = C→ X doit satisfaire l’e´quation diffe´rentielle globale correspondante.
Passage aux jets d’ordre 5. Maintenant, la correspondance entre bi-invariants fon-
damentaux et repre´sentations de Schur :
f ′1 ←→ Γ
(1,0), Λ3 ←→ Γ(1,1),
Λ51 ←→ Γ
(2,1), Λ71,1 ←→ Γ
(3,1), M8 ←→ Γ(2,2),
Λ91,1,1 ←→ Γ
(4,1), M101 ←→ Γ
(3,2), N12 ←→ Γ(3,3),
K121,1 ←→ Γ
(4,2), H141 ←→ Γ
(4,3), F 161,1 ←→ Γ
(5,3),
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´Etant donne´ qu’il existe des invariants fondamentaux supple´mentaires, nous pour-
rions attendre encore avant d’entreprendre un calcul de Riemann-Roch, mais nous
avons quand meˆme l’opportunite´ de nous restreindre a` la sous-alge`bre engendre´e
par les crochets.
Base de Gro¨bner. En choisissant l’ordre purement lexicographique sur les monoˆmes
de C
[
Λ3, . . . , H141 , F
16
1,1, f
′
1
]
qui est de´duit de l’ordre suivant sur les monoˆmes e´le´men-
taires restreints (noter que f ′1 est place´ en dernie`re position10) :
Λ3 > Λ51 > Λ
7
1,1 > M
8 > Λ91,1,1 > M
10
1 > N
12 > K121,1 > H
14
1 > F
16
1,1 > f
′
1
Maple nous donne la base de Gro¨bner re´duite suivante pour l’ide´al complet des
syzygies entre nos onze bi-invariants restreints a` {f ′1 = 0}, laquelle est constitue´e
de 26 e´quations :
0 = −5 f ′1
`
M101
´2
N12K121,1 F
16
1,1 + 5 f
′
1N
12
`
F 161,1
´3
− 64 f ′1
`
M101
´2
K121,1
`
H141
´2
+ 5 f ′1
`
M101
´3
H141 F
16
1,1+
+ 128 f ′1M
10
1 N
12
`
K121,1
´2
H141 − 7 f
′
1
`
H141
´2`
F 161,1
´2
− 64 f ′1
`
N12
´2`
K121,1
´3
,
0 = 15 f ′1M
10
1 K
12
1,1H
14
1 − 7Λ
9
1,1,1
`
H141
´2
− 5 f ′1
`
M101
´2
F 161,1 + 5Λ
9
1,1,1N
12 F 161,1 − 8 f
′
1N
12
`
K121,1
´2
,
0 = 7 f ′1
`
M101
´2
K121,1 +Λ
9
1,1,1M
10
1 H
14
1 + f
′
1
`
F 161,1
´2
− 8Λ91,1,1N
12K121,1,
0 = N12K121,1 −M
10
1 H
14
1 +M
8 F 161,1,
0 = 64 f ′1M
8M101 K
12
1,1H
14
1 + 7 f
′
1
`
H141
´2
F 161,1 + 5 f
′
1
`
M101
´2
N12K121,1 − 64 f
′
1M
8N12K121,1−
− 5 f ′1
`
M101
´3
H141 − 5 f
′
1N
12
`
F 161,1
´2
,
0 = f ′1H
14
1 F
16
1,1 + 8M
8 Λ91,1,1H
14
1 + 5 f
′
1
`
M101
´3
− 5Λ91,1,1M
10
1 N
12 − 8 f ′1M
8M101 K
12
1,1,
0 = 64M8 Λ91,1,1N
12K121,1 − 64 f
′
1M
8
`
M101
´2
K121,1 − 5Λ
9
1,1,1
`
M101
´2
N12 + 5 f ′1
`
M101
´4
−
− 7 f ′1M
10
1 H
14
1 F
16
1,1 + 8 f
′
1N
12K121,1 F
16
1,1,
0 = 7 f ′1
`
H141
´2
− 5 f ′1M
8
`
M101
´2
+ 64 f ′1
`
M8
´2
K121,1 − 5 f
′
1N
12 F 161,1,
0 = 64
`
M8
´2
Λ91,1,1K
12
1,1 − 5M
8 Λ91,1,1
`
M101
´2
− 5 f ′1
`
M101
´2
F 161,1 + 15 f
′
1M
10
1 K
12
1,1H
14
1 − 8 f
′
1N
12
`
K121,1
´2
,
0 = −Λ91,1,1H
14
1 + Λ
7
1,1 F
16
1,1 + f
′
1M
10
1 K
12
1,1,
0 = 5 f ′1
`
M101
´2
− 5Λ91,1,1N
12 − 8 f ′1M
8K121,1 + 7Λ
7
1,1H
14
1 ,
0 = 56Λ71,1N
12K121,1 − 64 f
′
1M
8M101 K
12
1,1 − 5Λ
9
1,1,1M
10
1 N
12 + 5 f ′1
`
M101
´3
− 7 f ′1H
14
1 F
16
1,1,
0 = −8M8 Λ91,1,1 + 7Λ
7
1,1M
10
1 − f
′
1 F
16
1,1,
0 = 56Λ71,1M
8K121,1 − 5M
8 Λ91,1,1M
10
1 − 5 f
′
1M
10
1 F
16
1,1 + 7 f
′
1K
12
1,1H
14
1 ,
0 = 49
`
Λ71,1
´2
K121,1 − 5M
8
`
Λ91,1,1
´2
− 5 f ′1 Λ
9
1,1,1 F
16
1,1 + 7
`
f ′1
´2`
K121,1
´2
,
0 = −Λ91,1,1N
12 + Λ51 F
16
1,1 + f
′
1M
10
1 M
10
1 ,
10 Sinon, les bases fournies contiennent plus d’une soixantaine d’e´quations.
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0 = −Λ71,1N
12 + Λ51H
14
1 + f
′
1M
8M101 ,
0 = 7Λ51K
12
1,1 −M
8 Λ91,1,1 − f
′
1 F
16
1,1,
0 = −8Λ71,1M
8 + 5Λ51M
10
1 − f
′
1H
14
1 ,
0 = −7Λ71,1 Λ
7
1,1 + 5Λ
5
1 Λ
9
1,1,1 − f
′
1f
′
1K
12
1,1,
0 = −7Λ71,1N
12 + 3Λ3 F 161,1 + 8 f
′
1M
8M101 ,
0 = −5Λ51N
12 + 3Λ3H141 + 8 f
′
1M
8M8,
0 = 3Λ3K121,1 − Λ
7
1,1M
8 − f ′1H
14
1 ,
0 = −8Λ51M
8 + 3Λ3M101 − f
′
1N
12,
0 = −7Λ51 Λ
7
1,1 + 3Λ
3 Λ91,1,1 − f
′
1f
′
1M
10
1 ,
0 = −5
`
Λ51
´2
+ 3Λ3 Λ71,1 − f
′
1f
′
1M
8.
D’apre`s la the´orie des bases de Gro¨bner, une base de l’espace vectoriel :
C
[
Λ3, Λ51, . . . , H
14
1 , F
16
1,1, f
′
1
]/(
26 e´quations pre´ce´dentes
)
est constitue´e de tous les monoˆmes(
Λ3
)a(
Λ51
)b(
Λ71,1
)c(
M8
)d(
Λ91,1,1
)e(
M101
)f(
N12
)g(
K121,1
)h(
H141
)i(
F 161,1
)j(
f ′1
)k
qui n’appartiennent pas a` l’ide´al monomial engendre´ par les 26 monoˆmes de teˆte de
chacun des 26 ge´ne´rateurs que nous avons souligne´s. Or un tel monoˆme appartient
a` cet ide´al monomial si et seulement si il est divisible par l’un des 26 monoˆmes de
teˆte, ce qui revient a` dire que le muti-indice(
a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k
)
∈ N11
appartient a` la re´union des 26 sous-ensembles suivants de N11 :
{f > 3} ∩ {i > 1} ∩ {j > 1} ∩ {k > 1}, {e > 1} ∩ {g > 1} ∩ {j > 1},
{e > 1} ∩ {f > 1} ∩ {i > 1},
{d > 1} ∩ {j > 1},
{d > 1} ∩ {f > 1} ∩ {h > 1} ∩ {i > 1} ∩ {k > 1},
{d > 1} ∩ {e > 1} ∩ {i > 1},
{d > 1} ∩ {e > 1} ∩ {g > 1} ∩ {h > 1},
{d > 2} ∩ {h > 1} ∩ {k > 1},
{d > 2} ∩ {e > 1} ∩ {h > 1},
{c > 1} ∩ {j > 1}, {b > 1} ∩ {j > 1}, {a > 1} ∩ {j > 1},
{c > 1} ∩ {i > 1}, {b > 1} ∩ {i > 1}, {a > 1} ∩ {i > 1},
{c > 1} ∩ {g > 1} ∩ {h > 1}, {b > 1} ∩ {h > 1}, {a > 1} ∩ {h > 1},
{c > 1} ∩ {f > 1}, {b > 1} ∩ {f > 1}, {a > 1} ∩ {f > 1},
{c > 1} ∩ {d > 1} ∩ {h > 1}, {b > 1} ∩ {e > 1}, {a > 1} ∩ {e > 1},
{c > 2} ∩ {h > 1}, {a > 1} ∩ {c > 1}.
Pour calculer le comple´mentaire de cette re´union, on proce`de comme dans la Sec-
tion 7, en regroupant se´pare´ment les 6 intersections commenc¸ant par {a > 1}, puis
les 5 commenc¸ant par {b > 1}, puis les 6 commenc¸ant par {c > 1}, puis les 6
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commenc¸ant par {d > 1}, puis les 2 commanc¸ant par {e > 1}, et puis enfin la
dernie`re, qui commence par {f > 1}. Trouver le comple´mentaire global reviendra
donc a` calculer l’intersection de six sous-ensembles de N11.
Clairement, le premier et le deuxie`me comple´mentaires sont donne´s par :
N1 := {a = 0} ∪ {c = e = f = g = h = i = j = 0},
N2 := {b = 0} ∪ {e = f = h = i = j = 0}.
Ensuite, calculons le troisie`me comple´mentaire, en simplifiant progressivement les
intersections, et ce, en partant du dernier terme :
N3 := {c = 1} ∪ {c = 0} ∪ {h = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {d = 0} ∪ {h = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {f = 0}⋂
{c = 0} ∪ {g = 0} ∪ {h = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {i = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {j = 0}
= {c = 1} ∪ {c = 0} ∪ {h = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {d = 0} ∪ {h = 0}
⋂
{c = 0} ∪ {f = 0}⋂
{c = 0} ∪ {c = g = i = j = 0} ∪ {h = i = j = 0}
= {c = 0} ∪ {f = h = i = j = 0} ∪ {c = 1, d = f = g = i = j = 0}.
Les calculs suivants donnent :
N4 := {d = 0} ∪ {e = h = j = 0} ∪ {e = j = k = 0} ∪ {h = i = j = 0}∪
∪ {d = 1, e = i = j = 0} ∪ {d = 1, e = f = j = 0} ∪ {d = 1, g = i = j = 0}∪
∪ {d = 1, e = h = j = 0} ∪ {d = 1, h = i = j = 0} ∪ {d = 1, e = j = k = 0},
N5 := {e = 0} ∪ {f = g = 0} ∪ {f = j = 0} ∪ {g = i = 0} ∪ {i = j = 0},
N6 := {f = 2} ∪ {f = 1} ∪ {f = 0} ∪ {i = 0} ∪ {j = 0} ∪ {k = 0}.
En de´veloppant l’intersection finale :
N1 ∩ N2 ∩ N3 ∩ N4 ∩N5 ∩N6,
nous pouvons ne´gliger toutes les composantes qui incorporent un nombre > 7
d’e´quations, puisque dans la sommation de fibre´s de Schur, la contribution ne sera
qu’en O(m7), les termes principaux e´tant multiples rationnels non nuls de m8.
Ainsi, en ne´gligeant de tels termes, nous obtenons exactement 16 composantes de
dimension 5 de´finies par 6 e´quations :
{a = b = c = d = e = 0, f = 2} ∪ {a = b = c = d = e = 0, f = 1}
∪ {a = b = c = d = e = f = 0} ∪ {a = b = c = d = e = i = 0}
∪ {a = b = c = d = e = j = 0} ∪ {a = b = c = d = e = k = 0}
∪ {a = b = c = d = f = g = 0} ∪ {a = b = c = d = f = i = 0}
∪ {a = b = c = d = g = i = 0} ∪ {a = b = c = d = i = j = 0}
∪ {a = b = c = e = h = j = 0} ∪ {a = b = c = e = j = k = 0}
∪ {a = b = c = h = i = j = 0} ∪ {a = b = f = h = i = j = 0}
∪ {a = e = f = h = i = j = 0} ∪ {c = e = f = h = i = j = 0}.
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Les 16 familles de monoˆmes correspondant a` ces e´quations peuvent eˆtre range´es
dans un tableau :
A : • • • • •
`
M10
1
´
2
`
N12
´g `K12
1,1
´h `H14
1
´i `F16
1,1
´j (f ′
1
)k
B : • • • • • M10
1
`
N12
´g `K12
1,1
´h `H14
1
´i `F16
1,1
´j (f ′
1
)k
C : • • • • • •
`
N12
´g `K12
1,1
´h `H14
1
´i `F16
1,1
´j (f ′
1
)k
D : • • • • •
`
M10
1
´f `N12
´g `K12
1,1
´h •
`
F16
1,1
´j (f ′
1
)k
E : • • • • •
`
M10
1
´
f
`
N12
´
g
`
K12
1,1
´
h
`
H14
1
´
i • (f ′
1
)k
F : • • • • •
`
M10
1
´f `N12
´g `K12
1,1
´h `H14
1
´i `F16
1,1
´j •
G : • • • •
`
Λ9
1,1,1
´e • •
`
K12
1,1
´h `H14
1
´i `F16
1,1
´j (f ′
1
)k
H : • • • •
`
Λ9
1,1,1
´
e •
`
N12
´
g
`
K12
1,1
´
h •
`
F16
1,1
´
j (f ′
1
)k
I : • • • •
`
Λ9
1,1,1
´e `M10
1
´f •
`
K12
1,1
´h •
`
F16
1,1
´j (f ′
1
)k
J : • • • •
`
Λ9
1,1,1
´e `M10
1
´f `N12
´g `K12
1,1
´h • • (f ′
1
)k
K : • • •
`
M8
´d •
`
M10
1
´f `N12
´g •
`
H14
1
´i • (f ′
1
)k
L : • • •
`
M8
´
d •
`
M10
1
´
f
`
N12
´
g
`
K12
1,1
´
h
`
H14
1
´
i • •
M : • • •
`
M8
´d `Λ9
1,1,1
´e `M10
1
´f `N12
´g • • • (f ′
1
)k
N : • •
`
Λ7
1,1
´c `M8
´d `Λ9
1,1,1
´e •
`
N12
´g • • • (f ′
1
)k
O : •
`
Λ5
1
´
b
`
Λ7
1,1
´
c
`
M8
´
d • •
`
N12
´
g • • • (f ′
1
)k
P :
`
Λ3
´a `Λ5
1
´b •
`
M8
´d • •
`
N12
´g • • • (f ′
1
)k
Ensuite, lorsqu’on effectue la somme des caracte´ristiques d’Euler des fibre´s de
Schur correspondants, il n’est pas ne´cessaire de re´organiser ces familles de telle
sorte qu’elles soient d’intersection vide, puisque de toute fac¸on, chaque intersection
entre deux familles ne contribuera au final qu’en O(m7). Nous pouvons donc ad-
ditionner les seize couples d’inte´grales correspondantes. Voici les deux premie`res,
que l’on confie aise´ment a` Maple :
A1 =
1
6
∫ m
0
dk
∫ m−k
16
0
dj
∫ m−16j−k
14
0
di
∫ m−14i−16j−k
12
0
dh
∫ m−12h−14i−16j−k
12
0
dg[
(m− 9g − 8h− 10i− 11j)3 − (3g + 2h+ 3i+ 3j)3
]
+O(m7)
=
36562817 m8
4933428814282752
+ O(m7) ;
A2 =
1
6
∫ m
0
dk
∫ m−k
16
0
dj
∫ m−16j−k
14
0
di
∫ m−14i−16j−k
12
0
dh
∫ m−12h−14i−16j−k
12
0
dg
(m− 12g − 10h− 13i− 14j)3 +O(m7)
=
5015441 m8
1233357203570688
+ O(m7) ;
les quinze autres fournissent des expressions similaires. Nous de´duisons donc dans
chacun des deux cas par sommation de seize nombres rationnels :
C1 =
159897336810563
356792619604377600000
+ O(m7), C2 =
784698232169
3303635366707200000
+ O(m7),
et finalement, le quotient significatif :
C =
C1
C2
= 1, 887 · · ·
est infe´rieur a` celui de DS42T ∗X : confirmation supple´mentaire de l’inade´quation et
de l’insuffisance du sous-fibre´ engendre´e par les crochets.
Proble`me ouvert. Changer d’optique quant au calcul de Riemann-Roch, en tenant
compte d’une e´tude pre´alable, reprise a` partir de ze´ro, de la structure spe´cifique
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de DS52T ∗X . Le proce´de´ de division par f ′1 des ge´ne´rateurs de l’ide´al des rela-
tions entre invariants restreints a` {f ′1 = 0} constitue un proce´de´ ade´quat et complet
d’engendrement qui doit eˆtre pousse´ au-dela` de X25.
§9. Appendice 1 : jets d’ordre 3 en dimension 3
Expression initiale. Comme annonce´ dans la Section 4, nous de´taillons ici le calcul
(de´licat) des trois crochets entre les trois invariants Λ71,1, Λ71,2, Λ72,2 de poids 7:[
Λ7i,j, Λ
7
k,l
]
7
= DΛ7i,j · Λ
7
k,l − Λ
7
i,j · DΛ
7
k,l.
De´veloppement e´conome. N’e´crivons que le premier produit, en re´sumant le sec-
ond par le symbole (i, j) ←→ (k, l), parce qu’il s’en de´duit par ce simple change-
ment d’indices:
=
(
∆1,5 fif
′
j + 5∆
2,4 f ′if
′
j − 4∆
1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
− 16∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j )−
− 5∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
+ 35∆1,3 f ′′i f
′′
j
)
·
(
∆1,4 f ′kf
′
l + 4∆
2,3 f ′kf
′
l−
− 5∆1,3
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
+ 15∆1,2 f ′′k f
′′
l
)
−
− (i, j)←→ (k, l)
= ∆1,5∆1,4 f ′if
′
jf
′
kf
′
l
◦
+ 5∆2,4∆1,4 f ′if
′
jf
′
kf
′
l
◦
− 4∆1,4∆1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) f
′
kf
′
l−
− 16∆2,3∆1,4
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j ) f
′
kf
′
l − 5∆
1,4∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′kf
′
l+
+ 35∆1,4∆1,3 f ′′i f
′′
j f
′
kf
′
l + 4∆
1,5∆2,3 f ′if
′
jf
′
kf
′
l
◦
+ 20∆2,4∆2,3 f ′if
′
jf
′
kf
′
l
◦
−
− 16∆1,4∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′kf
′
l − 64∆
2,3∆2,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′kf
′
l−
− 20∆2,3∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′kf
′
l + 140∆
2,3∆1,3 f ′′i f
′′
j f
′
kf
′
l−
− 5∆1,5∆1,3 f ′if
′
j
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
− 25∆2,4∆1,3 f ′if
′
j
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
+
+ 20∆1,4∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
◦
+ 80∆2,3∆1,3
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
◦
+
+ 25∆1,3∆1,3
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
− 175∆1,3∆1,3 f ′′i f
′′
j
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
+
+ 15∆1,5∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l + 75∆
2,4∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l − 60∆
1,4∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k f
′′
l −
− 240∆2,3∆1,2
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k f
′′
l − 75∆
1,3∆1,2
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′′k f
′′
l +
+ 525∆1,3∆1,2 f ′′i f
′′
j f
′′
k f
′′
l
◦
−
− (i, j)←→ (k, l).
Nous soulignons (en ajoutant un petit cercle) les termes qui s’annihilent avec ceux
qui leur correspondent dans la permutation (i, j) ←→ (k, l). Nous utilisons les
relations plu¨ckeriennes pour remplacer le dernier terme restant, a` savoir:
−75∆1,3∆1,2
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′′k f
′′
l + 75∆
1,3∆1,2
(
f ′′′k f
′
l + f
′
kf
′′′
l
)
f ′′i f
′′
j
par:
− 75∆1,3∆1,3 f ′′i f
′
jf
′′
k f
′′
l + 75∆
1,3∆2,3 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l −
− 75∆1,3∆1,3 f ′if
′′
j f
′′
k f
′′
l + 75∆
2,3∆1,3 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l ,
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et nous additionnons tous ces termes en effectuant des regroupements qui n’impli-
quent que des sommations de nombres entiers:
= −5∆1,5 ∆1,3 f ′if
′
j
`
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
´
− 25∆2,4 ∆1,3 f ′if
′
j
`
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
´
+ 15∆1,5∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l +
+ 75∆2,4∆1,2 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l − 4∆
1,4∆1,4
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′kf
′
l − 32∆
1,4∆2,3
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′kf
′
l−
− 64∆2,3∆2,3
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′kf
′
l − 5∆
1,4 ∆1,3
`
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
´
f ′kf
′
l + 35∆
1,4∆1,3 f ′′i f
′′
j f
′
kf
′
l−
− 20∆2,3∆1,3
`
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
´
f ′kf
′
l + 140∆
2,3 ∆1,3 f ′′i f
′′
j f
′
kf
′
l + 150∆
2,3∆1,3 f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l −
− 60∆1,4∆1,2
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′′k f
′′
l − 240∆
2,3 ∆1,2
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′′k f
′′
l +
+ 25∆1,3∆1,3
`
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
´`
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
´
− 175∆1,3 ∆1,3 f ′′i f
′′
j
`
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
´
−
− 75∆1,3∆1,3
`
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
´
f ′′k f
′′
l −
− (i, j)←→ (k, l).
Synthe`se de de´terminants. Maintenant, la soustraction suivie de la permutation
fait apparaıˆtre des de´terminants 2 × 2: on a en effet cinq relations imme´diatement
ve´rifiables par de´veloppement:
f ′if
′
j
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
− f ′kf
′
l
(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
= f ′jf
′
l ∆
1,2
i,k + f
′
if
′
k∆
1,2
j,l ,
f ′if
′
jf
′′
k f
′′
l − f
′′
i f
′′
j f
′
kf
′
l = f
′
if
′′
l ∆
1,2
j,k + f
′
kf
′′
j ∆
1,2
i,l ,(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)
f ′kf
′
l −
(
f ′′′k f
′
l + f
′
kf
′′′
l
)
f ′if
′
j = f
′
jf
′
l ∆
1,3
k,i + f
′
if
′
k∆
1,3
l,j ,(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
f ′′k f
′′
l −
(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
f ′′i f
′′
j = f
′′
i f
′′
k ∆
1,2
j,l + f
′′
j f
′′
l ∆
1,2
i,k ,
(
f ′′′i f
′
j + f
′
if
′′′
j
)(
f ′′k f
′
l + f
′
kf
′′
l
)
−
(
f ′′′k f
′
l + f
′
kf
′′′
l
)(
f ′′i f
′
j + f
′
if
′′
j
)
= f ′jf
′
l ∆
2,3
k,i + f
′
jf
′
k∆
2,3
l,i + f
′
if
′
l ∆
2,3
k,j + f
′
if
′
k∆
2,3
l,j .
En regroupant les termes, on obtient l’expression finale de 1
7
[
Λ7i,j, Λ
7
k,l
]
. 
§10. Appendice 2 : jets d’ordre 3 en dimension 3
Jets d’ordre κ = 3 en dimension ν = 3. Pour terminer, donnons une description “a`
la main” des ge´ne´rateurs de DS33 qui ne fasse pas appel a` des arguments raffine´s de
the´orie des invariants (cf. [5]).
Recherchons directement les bi-invariants, i.e. les polynoˆmes invariants par
reparame´trisation qui sont aussi invariants par l’action du sous-groupe unipotent
U3(C) ⊂ GL3(C) constitue´ des matrices de la forme:
U :=
 1 0 0ua 1 0
uc ub 1
 ,
qui est de´finie par U · f (λ)1 := f
(λ)
1 , puis U · f
(λ)
2 := f
(λ)
2 + uaf
(λ)
1 et enfin U ·
f
(λ)
3 := f
(λ)
3 + ub f
(λ)
2 + uc f
(λ)
1 , pour λ = 1, 2, 3. Un premier raisonnement initial
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entie`rement similaire a` celui que nous avons tire´ de [5] pour DS42,m fournit une
repre´sentation de tout P ∈ DS33,m sous la forme rationnelle
P
(
j3f
)
=
∑
− 2
3
m6a6m
(f ′1)
a Pa
(
f ′2, f
′
3,Λ
3
1,2,Λ
3
1,3,Λ
5
1,2;1,Λ
5
1,3;1
)
,
ou` les invariants Λ3i,j et Λ5i,j;k sont simplement de´finis par:
Λ3i,j := ∆
1,2
i,j et Λ
5
i,j;k := ∆
1,3
i,j f
′
k − 3∆
1,2
i,j f
′′
k .
Ensuite, si nous conside´rons le sous-groupe de U3(C) constitue´ des matrices de la
forme:
U :=
 1 0 0ua 1 0
uc 0 1
 ,
lesquelles stabilisent tous les invariants qui apparaissent dans notre premie`re ex-
pression rationnelle:
U · Λ31,2 = Λ
3
1,2, U · Λ
5
1,2;1 = Λ
5
1,2;1,
U · Λ31,3 = Λ
3
1,3, U · Λ
5
1,3;1 = Λ
5
1,3;1,
mais agissent en perturbant f ′2 et f ′3 par U ·f ′2 = f ′2+ua f ′1 et U ·f ′3 = f ′3+uc f ′1, nous
voyons que si P est aussi invariant par l’action unipotente, alors chaque polynoˆme
Pa ci-dessus doit en fait eˆtre inde´pendant de f ′2 et de f ′3, d’ou`:
P2×inv
(
j3f
)
=
∑
− 2
3
m6a6m
(f ′1)
a Pa
(
Λ31,2, Λ
3
1,3, Λ
5
1,2;1, Λ
5
1,3;1
)
.
Mais ce n’est pas termine´, car il faut encore s’assurer de l’invariance par l’action du
sous-groupe constitue´ des matrices de la forme:
Ub :=
 1 0 00 1 0
0 ub 1
 ,
lesquelles agissent comme suit sur les quatre invariants alge´briquement inde´pendant
qui apparaissent:
Ub · Λ
3
1,2 = Λ
3
1,2, Ub · Λ
5
1,2;1 = Λ
5
1,2;1,
Ub · Λ
3
1,3 = Λ
3
1,3 + ubΛ
3
1,2, Ub · Λ
5
1,3;1 = Λ
5
1,3;1 + ubΛ
5
1,2;1.
D’apre`s un calcul direct, le troisie`me et dernier invariant fondamental pour cette
action, a` savoir:
Λ31,2 Λ
5
1,3;1 − Λ
3
1,3 Λ
5
1,2;1 ≡ f
′
1f
′
1D
6
1,2,3
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fait naıˆtre, en tant que nouveau bi-invariant “fantoˆme” cache´ derrie`re (f ′1)2, le de´ter-
minant wronskien en dimension trois:
D61,2,3 :=
∣∣∣∣∣∣
f ′1 f
′
2 f
′
3
f ′′1 f
′′
2 f
′′
3
f ′′′1 f
′′′
2 f
′′′
3
∣∣∣∣∣∣ ,
et en injectant ce nouveau bi-invariant, nous obtenons une nouvelle expression pour
le bi-invariant quelconque dont nous e´tions partis:
P2×inv
(
j3f
)
=
∑
− 2
3
m6a6m
(f ′1)
aPa
(
Λ31,2, Λ
5
1,2;1, D
6
1,2,3
)
,
laquelle incorpore toujours des puissances ne´gatives de f ′1. Mais pour terminer,
nous affirmons qu’il n’existe en fait aucune puissance ne´gative de f ′1, car sinon,
apre`s multiplication par la puissance maximalement ne´gative de f ′1 (cf. le raison-
nement conduit dans la Section 6) et apre`s restriction a` {f ′1 = 0}, nous obtiendrions
une identite´ du type:
0 ≡ Pa
(
Λ31,2, Λ
5
1,2;1, D
6
1,2,3
)∣∣∣
f ′1=0
= Pa
(
− f ′′1 f
′
2, 3 f
′′
1 f
′
2f
′′
1 ,
∣∣∣∣∣∣
0 f ′2 f
′
3
f ′′1 f
′′
2 f
′′
3
f ′′′1 f
′′′
2 f
′′′
3
∣∣∣∣∣∣
)
,
qui impliquerait imme´diatement Pa ≡ 0, par inde´pendance alge´brique de ses trois
arguments.
En conclusion, nous avons rede´montre´ (cf. [5]) qu’en dimension ν = 3 pour les
jets d’ordre κ = 3, les polynoˆmes bi-invariants s’e´crivent:
P2×inv
(
j3f
)
= P
(
f ′1, Λ
3
1,2, Λ
5
1,2;1, D
6
1,2,3
)
,
ou` P est un polynoˆme arbitraire, aucune syzygie n’existant entre ces quatre bi-
invariants fondamentaux, et par conse´quent, en polarisant les indices — ce qui re-
vient a` faire agir le groupe complet GL3(C) —, nous de´duisons que les polynoˆmes
ge´ne´raux invariants par reparame´trisation s’e´crivent comme polynoˆmes quelcon-
ques en fonction de 16 invariants fondamentaux:
P
(
j3f
)
= P
(
f ′1, f
′
2, f
′
3,Λ
3
1,2, Λ
3
1,3, Λ
3
2,3, Λ
5
1,2;1, Λ
5
1,2;2, Λ
5
1,2;3,
Λ51,3;1, Λ
5
1,3;2, Λ
5
1,3;3, Λ
5
2,3;1, Λ
5
2,3;2, Λ
5
2,3;3, D
6
1,2,3
)
.
On ve´rifie aussi que parmi les 62 syzygies existant entre ces 16 invariants qui ont e´te´
obtenues par un calcul sur Maple (cf. les re´fe´rences dans [5]), 30 d’entre elles sont
fondamentales et qu’elles proviennent toutes des trois proce´dures que nous avons
de´crites. 
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